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Vorrede. 

Das vorliegende Werkchen ist aus den Vorlesungen entstanden, 
die ich viele Jahre hindurch an der technischen Hochschule in 
Hannover gehalten hahe, nnd es haben mir bei seiner Abfassung in 
erster Linie die Bedürfnisse des Technikers vorgesehwebt. Mir scheint, 
daß die analytische Geometrie, wie sie an den technischen Hochschulen 
gelehrt wird, vor allem das Handwerkszeug liefern soll, mit dem man 
gebmetrische Verhältnisse rechnend verfolgen kann. Ich habe daher 
beim Unterricht großen Nachdruck darauf gelegt, zu zeigen, wie mao 
mit Hilfe der Koordinaten alle Konstruktionen, die man auf dem 
Papier mit Zirkel und Lineal ausführt, auch rechnen kann, und wie 
man die Rectmuug bei den verschiedenen Aufgaben am zweck- 
mäßigsten einrichtet. Diesen Gegenstand behandelt der zweite Ab- 
schnitt des vorliegenden Werkes, nachdem im ersten der Begriff des 
Vektors und die Gleichung der geraden Linie nnd des Kreises be- 
sprochen sind. Der dritte Abschnitt behandelt die linearen Trans- 
formationen der Koordinaten oder geümetrisch gesprochen die Ver- 
schiebung und Drehung ebener Figuren, die ähnliche Änderung, die 
afSne Änderung und endlich die perspektivische Änderung. Durch 
diese Transformationen werden die Kegelschnitte aus dem Kreise 
erzeugt, und das Studium der linearen Transformationen gibt Ver- 
anlassung, die Grundeigen sc haften der Kegelschnitte aus denen des 
Kreises abzuleiten. Der vierte Abschnitt behandelt die homogenen 
Koordinaten und geht damit vielleicht über die nächsten Bedür&isse 
des Technikers hinaus. Aber der höhere Standpunkt, zu dem man 
durch die homogenen Koordinaten aufsteigt, läßt die Dinge so viel 
einfacher erscheinen, daß die Mühe, die man darauf verwendet, sich 
reichlich lohnt. 

Göttingen, im März 1908. 

C. Rnoge. 
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1. Abschnitt. 

Die Gleichung der geraden Linie und des Kreises. 

§ 1. Der Begriff des Vektors. 

Die Lage eines Punktes F in bezug auf einen Körper ist be- 
etdmmt, wenn die Entfernung des PunkteB P von irgendeinem 
Paukte A des Körpers und zugleich die Ricbtuag gegeben ist, in der 
man P von A aus erreicbt. Wir nennen die Elntfemung AP in Ver- 
bindung mit der Ricbtung von A nach P einen Vektor und sagen, 
daß der Vektor AP dann und nur dann gleich dem Vektor BQ sei, 
wenn die Entfernung von B und Q und die Richtung von B nach Q 
mit der Entfernung von A und P und der Richtung von A nach P 
übereinstimmen. In einer gegebenen Ebene kann man die Richtung 
eines Vektors dnrch den Winkel an ^ ^ 

geben, den er mit einer festen Richtung 
macht; man muß nur noch festsetzen, 
nach welcher Seite hin der Winkel positiv 
gezählt werden soll. Setzen wir z. B. 
die Richtung AB (Fig. 1) als die Rieb- 
tung fest, von der aus die Winkel ge- 
zählt werden sollen, und verabreden, daß 
die Winkel der Bewegung des Uhrzeigers 
entgegen gerechnet werden sollen, so ist 

ein Vektor durch zwei Zahlenangaben bestimmt, von denen die eine 
seine Länge, die andere seine Richtimg angibt. So würde z, B. der 
Vektor AP die Länge 4 cm haben, und die Richtung wßrde durch 
den Winkel von 315" oder — 45" bestimmt sein, den er mit der 
Richtung AB bildet, oder, genauer gesagt, um welchen man die 
Richtung AB in der gegebenen Ebene drehen müßte, um sie in die 
gleiche Richtung mit dem Vektor zu bringen. In diesem Falle müßte 
man die Richtung AB um 315" in positiver Richtung oder um 45" 
in negativer Richtung drehen. 

Um einen beliebigen Vektor im Räume zu bestimmen, wäre noch 
eine dritte Zahlenangabe erforderlich und hinreichend. Denkt man 
sich den Anfangspunkt A des Vektors in der gegebenen Ebene, so 
fälle man von seinem Endpunkte P ein Lot auf die Ebene. Der 
FuBpunkt des Lotes sei Q. Dann genügen, wie oben gezeigt, zwei 

Bnng«, aiuljtiBelie Geometiie dei Ebeoe. 1 
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Zahleoaiigsben, um den Vektor AQ feetzulegen. Nimmt man als 
dritte Zahlenangabe noch den Winkel FAQ zwischen Ebene und 
Vektor hinzu, der auf der einen Seite der Ebene positiv, auf der 
anderen negativ gerechnet wird, so ist der Vektor AF durch die drei 
Zahlenangaben bestimmt. Durch diese drei Zahlenangaben ist also 
auch die Li^e jedes beliebigen Punktes F relativ zn einem ESrper 
bestimmt. Es muß nur ein Punkt A festgesetzt werden, von ^o wir 
einen Vektor nach F laufen lassen. So ist z. B. ein Funkt im Innern 
der Erdkugel bestimmt, wenn wir die folgenden drei Zahlenangaben 
machen: 1. seine Entfernung vom Erdmittelpunkt; 2. seine geogra- 
phische Länge; 3. seine geozentrische Breite. Das würden gerade die 
Zahlenangaben sein, die wir zur Bestimmung des Vektors AF benutzt 
haben, nur daß, wenn Q den FuBpunkt eines von F auf die Ebene 
des Äquators gefällten Lotes bedeutet, statt der Länge AQ die Länge 
des Vektors AP selbst genommen ist. 

Um in einer gegebenen Ebene einen beliebigen Vektor durch 
Zahlenangaben zn bestimmen, kann man noch in einer anderen Weise 
verfahren. Es seien zwei Vektoren AB und CD in der Ebene fest 
angenommen, deren Richtungen weder gleich, noch entgegengesetzt 
sind. Um nun einen Vektor FQ 
zu bestimmen, ziehe man durch. 
F und Q Parallelen zu den 
beiden Vektoren AB und CD 
(Fig. 2). Dadurch entsteht die 
F^ur eines Parallelogramms 
FRQS, dessen Diagonale FQ 
ist. Wir sagen, der Vektor FQ 
sei in die beiden Vektoren FS 
und ü^ oder FS und SQ zer- 
Kg. i. legbar und nennen diese „seine 

Komponenten" nach deu Rich- 
tungen AB und CD. Da der Vektor FR gleich dem Vektor SQ 
und ebenso PS gleich RQ, so bekommen wir also nur eine Kom- 
ponente nach der Richtung AB und nur eine Komponente nach der 
Richtung CD. Umgekehrt ist der Vektor PQ durch die beiden Kom- 
ponenten bestimmt, die man nur aneinander abzutragen braucht, am 
Anfangspunkt und Endpunkt des Vektors PQ zu erhalten. Dabei 
kommt man zu demselben Resultat, ob man nun die Komponente 
nach der Richtung CD an der Komponente nach der Richtung AB 
abträgt, wie bei PMQ oder umgekehrt wie bei PSQ. Die Kom- 
• ponenten von PQ können die gleiche oder die entgegengesetzte Rich- 
tung haben wie die Vektoren AB und CD, aber keine andere Richtung. 
Daher brauchen wir nur je eine Zahlenangabe, um diese Komponenten 
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ZQ bestiinmen. Es gentigt die Zahl, welche dae Verhältnis der Oinge 
der Eomponente zu der Länge des Vektors AB oder CD angibt, dem 
sie parallel ist, wobei durch eine positive Zahl ausgedrückt wird, di^ 
die Bichtung der Komponeate dieselbe, durch eine negative Zahl, daß 
sie die entgegengesetzte ist wie die des Vektors, mit dem sie ver- 
glichen wird. Ist X das positiv oder negativ gerechnete Längen- 
Verhältnis, so s^en wir, daß die Komponente gleich dem xt&ciien 
des Vektors AB sei. Wir können uns die Komponente so entstanden 
denken, daß bei positivem x der Vektor AB ;rmal hintereinatider 
abgetragen wird, bei negativem x der en^egengesetzte Vektor BA 
ebensoviel Mal hintereinander abgetragen wird. So genügen zwei 
Zahlen, x und y, um die beiden Komponenten eines beliebigen Vektors 
in der gegebenen Ebene und damit den Vektor selbst zu bestimmen. 
Man muß nur wissen, auf welchen der beiden Vektoren AB und CD 
sich jede der beiden Zahlen X und y bezieht. 



§ 2. Die Koordinaten eines Punktes. 

Wenn man die Vektoren alle von einem Punkte aus abtrat, 
so bedecken ihre Endpunkte die ganze Ebene. Jeder Punkt der 
-Ebene kann also auch durch die beiden Zahlen x, y festgelegt werden. 
Man braucht nur den Anfangspunkt zu bestimmen, von dem aus 
die Vektoren abgetragen werden sollen. Den ganzzahligen positiven 
und negativen Werten von x und y entsprechen dabei die Kreuzungs- 
punkte eines Netzes mit gleichgroßen, parallelogrammförmigen Maschen, 
deren Seiten die Länge 

/ / / / / /.. 
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und Richtung der bei- 
den festgesetzten Vek- 
toren haben. Wir 
nennen die zu einem 
Punkte gehörigen Zah- 
len X und if die Ko- 
ordinaten des Punktes; 
und um sie von ein- 
ander zu unterschei- 

0^,-2 a^-t ir^O cc-i JT-^ JN.J 
den, nennen wir die Pi^ j 

eine Zahl die Abszisse, 

die andere die Ordinate. Die Vektoren, die die Seiten einer Maeehe 

bilden, nennen wir die Einheitsvektoren. Vom Nullpunkt abgetragen 

führt der eine Einheitsvektor zu dem Punkt mit den Koordinaten ir ^ 1, 

j = 0, der andere zu dem Punkt mit den Koordinaten a; = 0, j/ = 1. 

Die gerade Linie, auf der j/ = ist, x aber alle möglichen Werte haben 

kann, heißt die ar-Achse (oder Abszissenachse, wenn x die Abszisse ist). 
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die gerade Linie, auf der » — iat, y aber alle möglieben Werte haben 
kann, heißt die ^Achse (oder Ordinatenachse, wenn y die Ordinate 
ist). Die beiden Aehaen, zusammen Koordinatenachsen genannt und 
in der Flg. 3 durch fetteren Druck hervorgehoben, teilen die Ebene 
in vier Teile, denen die vier YorzeichenkombinatioDen der Abszisse 
und Ordinate entsprechen. 

Am meisten gebräuchlich sind quadratische Koordinatennetze, bei 
denen also die beiden festgesetzten Vektoren gleiche Länge haben und 
aufeinander senkrecht stehen. Der Abazisaenvektor wird in der Regel 
von links nach rechts, der Ordinatenvektor von unten nach oben ge- 
Vfählt, wenn man sich die Ebene vertikal denkt. 

Nimmt man zu den beiden in der Ebene festgesetzten Vektoren 
noch einen dritten Vektor hinzu, der der Ebene nicht parallel läuft, 
so gelangt man zu jedem beliebigen Punkte im Räume, indem man 
von den Punkten der Ebene das r fache des dritten Vektors abträgt. 
Dabei soll wieder für negative Werte von e „das ^fache" einen 
Vektor von «facher Länge, aber entgegengesetzter Richtung bedeuten. 
Jeder Punkt im Räume läßt sich auf diese Weise durch drei Zahlen 
X, y, z bestimmen und durch dieselben drei Zahlen ist der Vektor 
bestimmt, dessen Anfangspunkt im „Koordinatenanfangspunkt" und 
dessen Endpunkt in dem betreffenden Punkte liegt. 

Auch für den Raum ist es das gebräuchlichste, die drei Vektoren 
von gleicher Länge und aufeinander rechtwinklig zu nehmen. 

§ 3. Die Addition von Vektoren. 

Es seien zwei Vektoren der a;-Achse parallel. Dann kann jeder 
von ihnen durch eine einzige positive oder negative Zahl angegeben 
werden, die ausdrückt, das Wievielfache des Einheita-i- Vektors der be- 
treffende Vektor ist. Seien a und a 
die beiden den Vektoren zukommenden 
Zahlen. Tragt man die beiden Vektoren 
aneinander ab, so daß der Anfangspunkt 
des zweiten BC (Fig. 4) auf den End- 
punkt des ersten AS fällt, so entspricht 
die Zahl a ~\- a dem Vektor, der von 
j^g 4 dem Anfangspunkt Ä des ersten Vektors 

zum Endpunkt C des zweiten führt. 
Denn wenn beide Vektoren AS und SC die gleiche Richtung haben, 
so haben auch die Zahlen o und a' das gleiche Vorzeichen, und der 
durch Zusammensetzung gebildete Vektor hat dieselbe Richtung und 
seine Länge ist die Summe der Längen der beiden zusammengesetzten 
Vektoren. Wenn dagegen die Vektoren AS und SC entgegengesetzte 
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Richtung und damit a und a entgegengesetztes YorzeiclieD haben, so 
hat der aus beiden zusammengeRetzte die Ricbtang des längeren und 
seine Länge ist gleich der Differenz der beiden Längen, ebenso wie 
a + a das Vorzeichen der absolut größeren Zahl hat und absolut ge^ 
nommen gleich der Differenz der beiden absoluten Betr^e ist. 

Es seien zwei Vektoren in der fl:!/-Ebene gegeben. Dann kann 
jeder von ihnen durch zwei Zahlen angegeben werden, die das Viel^ 
fache der zugrunde gelegten Einheitevektoren ausdrücken, aus denen 
sie zusammengesetzt werden können. Es seien a, b die Zahlen des 
ersten Vektors und a, h' die des zweiten, Trägt man die beiden 
Vektoren aneinander ab, so daß der An- 
fangspunkt des zweiten BC (Fig. 5) auf 
den Endpunkt des ersten AB fällt, so ent- 
sprechen die Zahlen a-\- a und 6 + &' dem 
Vektor, der vom Änfengspunkt A des ersten 
Vektors bis zum Endpunkt C des zweiten 
Vektors führt. Wir nennen diesen Vektor 
AC die geometrische Summe der beiden 
Vektoren AB und BC. Der Beweis ergibt 
sieb ebenso, wie in dem FaUe, wo die beiden 
Vektoren der ar-Achse parallel vorausgesetzt 

waren. Denken wir uns nämlich durch ABC gerade Linien parallel 
der ^-Ächse gezogen und bezeichnen die Dnrchscbnittsp unkte der 
a;-Achae und dieser drei Geraden mit A^, B^, C^, so kommt dem 
Vektor A^B^ die Zahl a zu, dem Vektor B^C^^ die Zahl »' und nach 
dem Obigen dem Vektor Ai C^ die Zahl a + a'. Analoges gilt, wenn 
wir durch ABC Parallelen zur a:-Achse ziehen und ihre Schnittpunkte 
A^B^Cj mit der y-Achse aufsuchen. Dem Vektor A^B^ entspricht die 
Zahl b, dem Vektor B^C^ die Zahl b' und demnach dem Vektor A^C^ 
die Zahl b + b'. Nun sind aber A^C^ und A^C^ gleich den Kom- 
ponenten des Vektors AC und folglich sind a -\- a nnd b + b' die 
ihn bestimmenden Zahlen. Wenn die beiden Vektoren Kräfte vor- 
stellen, die an demselben Punkte angreifen, so stellt ihre geometrische 
Summe die Resultante der beiden Kräfte dar. Wenn die beiden Vek- 
toren Geschwindigkeiten bedeuten, und zwar so, daß der erste Vektor 
die Geschwindigkeit bezeichnet, mit der sich ein starrer Körper 
parallel zu sich selbst im Räume verschiebt, der zweite Vektor die 
Geschwindigkeit bezeichnet, mit der sich ein zweiter Körper relativ 
zu dem ersten verachiebt, so stellt die geometrische Summe die 
Geschwindigkeit dar, mit der sich der zweite Körper im Räume 
verschiebt. 

Wenn man ein Koordinatensystem in seiner Ebene parallel mit 
sich verschiebt, so kann man die Verschiebung durch einen Vektor 
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aiiadrQcken. Seien nun £ nnd i] die Koordinaten eines Punktes P in 
dem Tenchobenen Koordinatensystem, so können wir | nnd tj als die 
Zahlen auifassen des Vektors, der von dem Anfangspunkt dieses 
System« nacli P hinführt. Die geometrische Summe der beiden 
Vektoren ist danil der Vektor, der Tom Anfangspunkt des unver- 
schobenen Koordinatensystems nach P hinfahrt. Wenn denmach 
die Zahlen a, b den Vektor der Verschiebung bestimmen und x, y 
die Koordinaten von P in dem nnrerschobenen System bedeuten, 
so ist 

aj-ß + l 



Denselben Zusammenhang erhalten wir, wenn wir das Koordinaten- 
system uugeändert lassen, aber den Punkt P um den Vektor a, h ver- 
Bchieben. Wenn |, 13 seine Koordinaten Tor der Verschiebung, x, y 
seine Koordinaten nach der Verschiebung bedeuten, so ist wieder 

y^b + V- 

% 4. Die Gleichung einer Geraden. 

Wenn der Punkt sich mit gleichmäßiger Geschwindigkeit in einer 
geraden Linie bew^ft, so können wir die Koordinaten, die er zu irgend- 
einer Zeit / hat, in folgender Weise ausdrücken. Sei der Vektor, der 
seine öeaehwindigkeit der Größe und Riehtmig nach ausdrückt, d. h. 
die Strecke, die er in der Zeiteinheit zurücklegt, durch a, b gegeben, 
dann ist der Vektor, der seinem Weg in der Zeit t entspricht, durch 
at, bt ausgedrückt Sind nun g, r} die Koordinaten des Punktes zur 
Zeit t = 0, so erhalten wir seine Koordinaten x, y zur Zeit t durch 
geometrische Addition der beiden Vektoren at, bt und |, t]: 

x — at-\-l 
y — ht-\-ri. 
Wenn man aus einer dieser Gleichungen t ausdruckt und in die 
andere einsetzt, so erhält man 

y = —x + n— ^i oder a;=- -"-y + 1- yTj. 

Jede dieser Gleichungen gibt den Zusammenhang an, der zwischen 
den Koordinaten x und y bestehen mu&, damit der Punkt x, y 

auf der Geraden hegt. Indem wir --=-«; und ij S "= ^o sß*^26Q> 

schreiben wir 
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y — mx + y^, 
oder indem wir j- — m ood | — -^tj — x^ setzen, 
x — m'y + Sa, 

und nennen das die GHeichung der Geraden. Die Konstante y^, ist der 
Wert TOD y für x — 0, d. k es ist die Ordinate des Schnittpunktes 
der Geraden mit der y-Achse. Änalt^ ist x^ die Abszisse des Schnitt- 
punktes der Gteraden mit der ^r-Achse. m ist die Änderung von y fOr 
die Einheit der Ändemng yon x und analog ist tn die Andenmg von 
X ffir die Einheit der Änderung von y. Die beiden Gleichungen sind 
im allgemeinen beide geeignet die Bedingung auszudrücken, die x und 
y erfüllen mQsseD, damit der Punkt x, y auf der Geraden liegt. Nur 
in dem besonderen Fall, wo die Gerade einer der beiden Koordinaten- 
achsen parallel wird, wo also m oder m' Null sind, wird je eine der 
beiden Formen unbrauchbar. Die Gleichung einer Geraden, die der 
d^Acbse parallel ist, hat die Form 



d. h. m ist gleich Null und y hat för jeden ihrer Punkte denselben 
Wert, was auch der Wert von x sei; die Gleichung einer Geraden, die 
der y-Achse parallel ist, hat die Form 



d. b. m' ist gleich Null und x hat für jeden ihrer Punkte denselben 
Wert, was auch der Wert von y sei. Die Form 
y = mx-^y^ 

ist also nicht geeignet eine Parallele zur y-Achae auszudrücken und 
die Form 

X — m'y + Xg 

ist nicht geeignet eine Parallele zur x-Ächse auszudrücken. Will man 
eine Gleichung haben zwischen x und y, die jede beliebige Gerade 
ausdrücken kann, so braucht man nur noch mit einem beliebigen 
konstanten Faktor zu multiplizieren. Die Gleichung kann dann anf 
die Form gebracht werden: 

Ax + By + C = 0, 

wo A, B, C von x und y unabhängig sind. Wenn Ä nicht ver- 
schwindet, so geht die Gleichung durch Division mit A in die Form 
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fiber, imd wenn B nicht Tersehwindet, durch Division mit S in 
die Form 

A C 

y — B^- B- 

Fflr die Gerade kommt es nnr auf das VerhaltniB der Größen Ä, B, C 
an; sie können proportional geändert oder auch alle drei ine Ent- 
gegengesetzte verwandelt werden, ohne die Gerade zu ändern. 
Von der Gleichungsform 

Ax^Sy-\-C~0 

kann man anch immer zorückkehren zu einer Bewegung, durch welche 
die Gerade mit gleichmäSiger Geschwindigkeit beschrieben wird. Soll 
zur Zeit ^ — der Punkt, der die Gerade beschreibt, die Koordinaten 
I, Tj haben, wo |, tj demnach die Gleichung .4^ + £ij + C -= er- 
füllen mQsseQ, so braucht man nnr zu setzen 

x = Bt + l 

y Ät-\-ti, 

oder auch 

X^-Bt-Irl 
y-At + r,. 

Im ersten Fall ist die Geschwindigkeit durch den Vektor B, — A 
gegeben, im zweiten Fall durch den entgegengesetzten Vektor — B, A 
Wenn ein Punkt P mit den Koordinaten x, y nicht auf der 
Gferaden liegt, so ist der Ausdruck 

Ax + By + C 

von Null verschieden. Man kann ihm die folgende geometrische Be- 
deutung beilegen. "Wir denken tms durch P eine Parallele zur 
a:-Achse gezogen, welche die Gerade in P" schneiden möge. Dann hat 
P' dieselbe Ordinate wie P und seine Abszisse x' berechnet sich nach 
dem Obigen aus der Ordinate nach der Gleichung 

S C 

^=- aV- A- 
Folglich ist 

, B , C Ax + Bij+C 
-e-x^x + -^y-\- ^ -^ - - 

oder 

A(x - x') ^Ax + By+C, 

d. h. Ax + By -\- C ist gleich dem ^.fachen der Entfernung FP", ge- 
messen durch den der a;-Ach8e parallelen Einheitsvektor, und wechselt 
sein Vorzeichen, wenn P durch die Gerade hindurchtritt. Hat A einen 



oyGoot^Ie 



§ i. Die Gleichung einer Geraden. 



positiven Wert, so ist Ax + By + mit x — x' zugleich positiv, 
d. h. auf der Seite der größeren x\ umgekehrt, wenn A negativ ist. 

Wir können diese geometrische Bedeutung noch bezeichnender 
formulieren, wenn wir uns den Vektor S, — A als eine Kraft 
denken, die in der Geraden lien^ und an einem starren Körper angreift 
Der Körper soll um eine Achse drehbar sein, die in P anf der be- 
trachteten Ebene senkrecht steht. Wir wollen die Kraft in der 
Geraden so verschoben denken daß der Angriffspunkt anf P" fällt.- 
In der Figur 6 ist die Kraft durch die Strecke P'Q dargestellt. Um 
die drehende Wirkung der Kraft um die Drehungsachse zu messen, 
muß man nicht allein die Kraft, sondern auch ihren Abstand von der 
Drehungsachse beachten. Eine schwächere Kraft kann einer stärkeren 
das Oleichgewicht halten, wenn ihr Hebelsarm entsprechend größer 
ist. Es kommt auf das Produkt der Kraft in ihren Hebelsarm an, 
auf ihr sogenanntes Drehungs- 
moment, das wir positiv oder nega- 
tiv rechnen, je nachdem die Kraft 
den Körper im positiven oder nega- 
tiven Sinne zu drehen strebt. Wir 
wollen als positiven Drehungssinn 
denjenigen bezeichnen, der eine nm 
den Nullpunkt drehbare Gerade von 
der positiwu Seite der d^-Achse in 
die positive Seite der y-Acbse über- 
föhrt. Das Drehangsmoment ist, abgesehen vom Vorzeichen, gleich 
dem doppelten Flächeninhalt des Dreiecks PP'Q, dessen Basis die 
Kraft P'Q und dessen Höhe h gleich dem Hebelsarm der Kraft ist. 
Statt des doppelten Dreiecks PP'Q können wir zur Messung deg 
Drehungsmomentes auch das ihm flächengleiche doppelte Dreieck PP'(^ 
nehmen, dessen Basis nicht die Kraft selbst, sondern ihre f/-Kompo- 
nente bildet. Hier ist nun die Länge der einen Seite PP 
gemessen dorch den Einheitsvektor der x-Achse gleich x ~ x' und die 
Länge der anderen Seite P^(^ gemessen durch den Einheitsvektor der 
y-Acbse ist gleich A, wenn wir vom Vorzeichen von x ~ 3^ und A 
zunächst absehen. Das Produkt A(x — x') ist demnach gleich der 
doppelten Fläche des Dreiecks PP'Q^ gemessen durch die Fläche 
einer Masche des Netzes. Was das Vorzeichen betrifft, so ist 
A{x — x') positiv, wenn die Kraft B, — A im positiven Sinne um P 
zu drehen strebt. lu dem Falle der Fig. 6 z. B. ist die ^-Komponente 
der Kraft {—A) positiv, d. b. A ist negativ und x — x ist auch negativ. 

Wir können mithin s^en: 
Ax -|- By -f- C mißt das Drehungsmoment der in der Geraden wirkenden 
Kraft B, — A xiia den Punkt P {x, y), oder, geometrisch gesprochen. 
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ist gleich der doppelten fläche des Dreiecke, das die £raft B, —A 
zur Basis und P zur Spitze hat, wenn die Fläche einer Netz- 
masche als Einheit genommen wird. Das Vorzeichen Ton 
Ax + By -\- C ist poait'iT oder negativ, je nachdem die Kraft B, — A 
einen nm P drehbaren Körper im positiven oder negatiren Sinne um 
den Punkt F zu drehen strebt. Der Wert von C z. B. kann als das 
Drehungsmoment der Kraft nm den Nullpunkt aufgefaßt werden. 
Denn C ist der Wert, den Ax + Btf +C für 3;™y = annimmt. 



§ 5. Das äuBere Produkt zweier Vektoren. 

Sind Xi, j/i die Koordinaten eines beliebigen Punktes A der Geraden 
FQ (Fig. 6), so ist AXi + By, + C - 0. Mithin behält Ax + Sy + C 
seinen Wert unverändert bei, wenn man ÄXi + By^ + C davon abzieht, 
d. h. der Wert kann auch in der Form geschrieben werden 

Hier sind B, — A die Komponenten des Vektors P'Q und x — x^, 
y — y^ die Komponenten des Vektors AB. Wenn man die Kompo- 
nenten der beiden Vektoren untereinander schreibt 
B,-A 
x — x^, y-yi, 
so kann der Ausdruck A(x — x^) + B{i) — y^ dadurch gebildet werden, 
daß man die Komponenten Ubers Kreuz miteinander multipliziert und 
die Produkte voneinander abzieht, und zwar wird das Produkt der 
Komponenten rechts oben und links unten von dem Produkt der 
Komponenten links oben und rechts unten abgezogen. 

Der Ausdruck wird das äußere Produkt der beiden Vektoren 
genannt. Er ist, wie wir oben sahen, abgesehen vom Vorzeichen, 
gleich dem Doppelten der Dreiecksfläche PP'Q, oder, was dasselbe ist, 
gleich dem Flächeninhalt des Parallel ogramms, dessen anstoßende 
Seiten die beiden Vektoren bilden, wenn man sie von einem Punkte 
aus abtrat. Denn wenn man z. B. den Vektor B'Q so in der Geraden 
Terschiebt, daß P' auf A zu liegen kommt, so ändert sich dabei der 
Flächeninhalt des Dreiecks PP'Q nicht Als Flächeneinheit ist dabei 
die Fläche einer Netzmaache genommen. Das Vorzeichen des äußeren 
Produktes ist positiv oder negativ, je nachdem die Richtung des 
zweiten Vektors nach der positiven oder negativen Seite des ersten 
Vektors zeigt. Auf der positiven Seite eiaes Vektors liegen alle die 
Punkte der Ebene, um die der Vektor im positiven Sinne zu drehen 
strebt, wenn wir uns in dem Punkt eine auf der Ebene vertikale 
Achse denken, um die ein fester Körper drehbar ist. 
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Sind die KoordinateD dreier Punkte A, B, C gegeben, so kann 
man mit Hilfe des äoßeren Produktes die doppelte f^che des Drei- 
ecks berechnen. Man brancbt nur die Komponenten der Vektoren, 
die von zwei Dreieckseeiten, z. B. AB und AG gebildet werden, 
übers Kreuz zu multiplizieren und voneinander abzuziehen, etwa nach 
folgendem Schema 



Ä 

B 

C 


1,' 

2,4 

-1,6 


-3,2 
3,7 
1,1 




AB 

AC 


0,7 
-3,2 


6,9 
4,3 


3,01 
- 22,08 




+ :i5,09. 

Das Dreien ABO der Fig. 7 hat also eine Fläche von 12,545 Ketz- 
Das positive Vorzeichen, das sich dabei ei^bt, ze^^ an, 
daß der Vektor AC auf der positiven 
Seite des Vektors AB liegt, oder, 
daß die Kraft AB im positiven Sinne 
um C za drehen strebt. Das äußere 
Produkt ändert sein Vorzeichen, wenn 
man die beiden Vektoren miteinander 
vertauscht^ und es verschwindet, wenn 
die beiden Vektoren einander parallel 
sind. Wenn man die Koordinaten Fig. 7. 

des Punktes C veränderlich läßt, so 

erMlt man durch NuUsetzen des äußeren Produktes der Vektoren AB 
und AC die Gleichung der geraden Linie AB. 

Es ist nicht immer notwendig, bei der Operation mit Vektoren 
ihre Komponenten anzugeben. In solchen Fällen ist es üblich, sie 
mit einem einzigen Buchstaben zu bezeichnen. Seien 9i und SS zwei 
Vektoren, so versteht man unter S + S8 die „geometrische Summe" 
der beiden Vektoren, d. h. den Vektor, den man erhält, wenn man 
den Anfangspunkt von ® auf den Endpunkt von 9t schiebt, und nun 
den Anfangspunkt von "Si geradlinig mit dem Endpunkt von 33 ver- 
bindet. Es ist 

3I + S8 = S8 + a, 



denn, wie oben schon bemerkt wurde, erhält i 
ob man nun 33 an St abträgt oder S an SB. 
Das äußere Produkt bezeichnet man mit 



1 denselben Vektor, 



wenn 91 der erste, !8 der zweite Vektor ist. Vertauscht man die 
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Reibenfolge, so nimmt das äußere Produkt ä&e entgegengesetzte Vor- 
zeichen an, d. h. es ist 

SlxSB Sx«. 

Bedeutet S einen dritten Vektor, bo ist 

(a + 95)xiS-9[xS + S8xe, 

gerade eo wie bei der Mnitiplikation und Addition reeller Größen. 
Wir sehen die Richtigkeit »«gleich ein, wenn wir auf die Kompo- 
nenten der Vektoren zurückgeben. 
Es seien 

OiOi die Komponenten von 91 
hh « « » S 

"iCg „ „ » 6- 

Dann sind 

% -f ft^, o^ + 6j die Komponenten von 2t -f- SS, 
Nun ist 

ä[ X S = a^c^ — OjCi 

folglich 

31 X e + S8 X e - (a, + 6,) c, - (o, + 6ä) c, =^ (3t + s) X e . 

Wir können die Formel 

(8l + ®)x(5 = 9txS + S9xe 

auch als Lehrsatz der Mechanik aussprechen. Denken wir uns nämlich 
^ und f& als Kt^fte, die an einem Punkte M eines Körpers angreifen, 
und ß als einen Vektor, der von M in der Ebene von 2t tmd SB 
nach einem Punkte P führt, so können wir die äußeren Produkte 
Mxe, »xE, (2t + S)xe 

als Drehungsmomente deuten der Kräfte ^, S3, K -|- 93 in bezug auf 
eine in P senkrecht auf der Ebene stehende Gerade. Nun ist 3( + 8 
die ReBultaote der Kräfte 91 und S. Es kann daher die Formel auch 
durch den Lehrsatz ausgesprochen werden, daß die algebraische Summe 
der Drehungsmomente der beiden Kräfte gleich dem Drehungsmoment 
ihrer Resultante ist, wie auch der Drehpunkt P ai^enommen werden 
möge. 

Um noch ein Beispiel zu geben, wie die Rechnung mit Vektoren 
(Vektoranalysis) angewendet werden kann, wollen wir zwei Paare von 
Vektoren 

2t, SS und r, iß' 

betrachten. 3t und 21' sollen entgegengesetzte Richtung haben, 9$ 
und SS' die gleiche Richtung. Hintereinander in der Reihenfolge 21, 
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SS, B', V abg^iraffox geUm äe also das BUd ABCDJE (Fig. 8), wo 

si ^ ^B, » -= Bc, as' = CD, a' = de. 

Wir bildeD nun das äuBene Prodakt der beiden Vektoren S -f 33* 
und 95 + ST 

(a ^-SOx (» + «')■ 
Hier können wir die Klammem gerade wie in der Bachstabenrechniuig 
aoflösen. Denn fSr die Aoflösong der Klammem ist nicht nor 
die Formel 

gültig, sondern aach 

Sx(a + ffl)-6xa4-ex©, 

weil bei Yertanschnng der Faktoren sowohl 
die rechte wie die linke Seite ins Entg^en- 
gesetzte fibergeht. 

Wir erhalten also 

(« + «0 X (» + «-) - a X {» + «-) 
.+ S' X (S9 + a-) = a X 93 + a X «' 

+ ffl'x93+95'xa'. 
Auf der rechten Seite sind non 31 x%' nnd 93'x 99 gleich NnU, weil 
die beiden Vektoren die entgegengesetzte oder die gleiche Richtang 
haben. Ea ist also 

(a + gao X (SS + «O = « X » + S'x «'- 

Was ist non die geometrische Bedeotniig dieser Gleichung'^ 
Tr^en wir die beiden Vektoren 99, 99' in der entgegengesetzten Reihen- 
folge 99', a anf, so daß 33' - BS, ^ -= HB wird, so ist a + 99' - ^ ff, 
9S + a' = HE. Die linke Seite unserer Gleichnng stellt demnach den 
Flächeninhalt des Parallelogramms AHEI dar. Auf der rechten 
Seite ist a X 39 gleich der Fläche des Parallelogramms ÄBCG vnd 
S' X a' gleich der Fläche des Parallelogramms CDEF. Die Formel 
besagt also, daß sich die beiden Parallelogramme ÄBCG and FCDE 
zu dem Parallelogramm AHEI zusammensetzen lassen. In der Tat 
kann man die Richtigkeit davon auch direkt erkennen. Das Dreieck 
HEB ist kongruent AGI und das Dreieck A BH ist kongruent IFE. 

Wenn die Vektoren a und S gleich lang und aufeinander senk- 
recht angenommen werden nnd ebenso die Vektoren %' nnd 99', so 
wird die Figur ABS durch Drehung um 90" parallel und gleich der 
Figur HDE, d. h. die Vektoren a + 99' und 8 + a' sind dann auch 
gleich lang und aufeinander senkrecht und unsere Formel geht in den 
pythagoreischen Lehrsatz über. 
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§ 6. Das innere Produkt 

Neben dem äußeren Frodakt kennt die Yektoranaljsis nocli 
ein inneres Produkt zweier Vektoren. Darunter Tersteht man das 
Produkt der Längen in den Eoeinns des Winkels, den sie miteinander 
bilden. Es ist positiv oder negativ, je nachdem die beiden Vektoren 
miteinander einen spitzen oder stumpfen Winkel einsclilieBen; es ist 
Null, wenn sie rechtwinklig aufeinanderstehen. Sind 91 und 93 zwei 
Vektoren, so bezeichnen wir ihr inneres Produkt mit 

Für das innere Produkt ist die Keihenfolge der Faktoren gleichgültig, 
d. h. ee ist 

Bezeichnet man mit 91' den Vektor der aus SS durch Drehung 
um 90" im negativen Sinne entsteht, so ist daa äußere Produkt 9t' x ^ 
gleich dem inneren Produkt "& ■ S3> Denn das äußere Produkt ist 
abgesehen vom Vorzeichen gleich dem Produkt der Längen in den 
Sinus des Winkels den die Vektoren miteinander bilden. Der Sinus 
des Winkels zwischen %' und 35 ist abgesehen vom Vorzeichen gleich 
dem Kosinus des Winkels zwischen St und 85. Was aber das Vor- 
zeichen von Ä' X 93 betrifft so ist es positiv, wenn 95 auf der positiven 
Seite von 31' liegt. Da nun 3t auf der positiven Seite von St' liegt 
(nach der Definition von 3t'), so bedingt der positive Wert von 31' x S, 
daß SS und 9( beide auf der positiven Seite von 91' liegen, d. h. daß 
sie miteinander einen spitzen Winkel bilden, oder daß auch 31 ■ 95 
positiv ist. Liegt andererseits S auf der negativen Seite von St', so 
liegt es auf der entgegengesetzten Seite wie 3( und 2t, und SB bilden 
daher einen stumpfen Winkel, d. h. ein negativer Wert von STxSS 
bedingt auch einen negativen Wert von 9t ■ 95 mid es ist mithin 
allgemein 

2t-95 = Sl'x95. 

Darans folgt, daß auch für das innere Produkt die Klammem gerade 
so wie in der Buchstabenrechung aufgelöst werden können: 

St . (95 + E) = r X (99 + S) - rx 95 + St'x 6 = St ■ 95 + 3t ■ S, 
und da wir die Faktoren des inneren Produktes vertauschen können: 

(S9-(-K).3t"95-9t-|-e-St. 
Für gleich gerichtete Vektoren ist das innere Produkt gleich dem 
gewöhnlichen Produkt ihrer Längen. Für entgegengesetzt gerichtete 
Vektoren ist es gleich dem negativ genommenen gewöhnlichen Produkt 
ihrer Längen. 
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Seien a^, B^ die Komponenten eines Vektors nach zwei gegebenen 
Richtungen, o,, bj die Komponenten eines zweiten Vektors nach den- 
selben Bichtui^eD, so ist das innere Produkt der beiden Vektoren 

31 ■ SB - (Ol + bi) ■ (Os + fi|) - ii ■ «m- &i ■ b, + Ol ■ ßj + 6, ■ 0,. 

In einem beliebigen Koordinatensystem würde man a und i durch 
die Einheitsvektoren 6, ®' ausdrücken, die eine Masche des Koordi- 
natennetzes bestimmen. Sind ^ij/i;' x^lfi die Koordinaten der End- 
pnnkte der beideu Vektoren, wenn man sie vom Koordinatenanfangs- 
ponkt abträgt, so ist 

Wir haben dann 

?[ . S _ (Oj + bi) to, -h bj) = XiXjiS ■ g + tfiVi^'- S' 

Diese Formel wird fUr ein quadratisches Koordinatennetz besonders 
einfach. Denn hier wird ® ■ @ — ffi' - ®' und lä • ®' — . Mithin 

Gemessen in l£ - @ wird demnach das innere Produkt durch x^t^ 
+ i/ii/i ausgedrückt 

In einem quadratischen Koordinatennetz kann man auch das 
innere Produkt benutzen, ähnlich wie wir oben das äußere Produkt 
benutzt haben, um die geometrische Bedeutung des Ausdrucks 
Ax + By+C 

einzusehen. Sind lümlieh wieder wie oben x,^j die Koordinaten eines 
Punktes B, der auf der Geraden 

Ax-i- By+C'^O 

liegt, so kann man für beliebige Wert« von a^^j/j wie oben statt 
Ax + By + C schreiben 

A{x-x;)-\-B{jf-y^). 

Das ist das imere Produkt der beiden Vektoren deren Kom- 
ponenten in dem quadratischen Koordinatennetz durch die Zahlen A, B 
und X — a;, , y ~ y^ ausgedrückt sind, und mithin gleich dem Produkt 
der Längen der beiden Vektoren in den Kosinus des Winkels, den sie 
miteinander bilden oder gleich der Länge des Vektors Ä,B in die 
Projektion des Vektors x — x^, y — y^ auf A,B. Steht der Vektor 
a: — a;i, y — y^ senkrecht auf A,B so ist das innere Produkt Null. 
Die gerade Linie 

Ax-^By-^C — a 
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ist der geometrische Ort der Punkte x, y, f&t die die beiden Vektoren 
anfeinander rechtwinklig stehen, d. h. der Vektor A, B steht senk- 
recht »of der Geraden. Die Projektion des Vektors x — x,, y — y, 
anf den Vektor A, B ist mithin nichts andere« als der Ahstand des 
Punktes X, y von der Geraden positir anf der Seite der Geraden, nach 
der der Vektor A, B hinzeigt, negativ anf der anderen Seite. 

Um diesen Ahstand zu erhalten müssen wir demnach das innere 
Prodokt Ax + By + C durch die Länge des Vektors A, B, i i. durch 
die Quadratwurzel ans dem inneren Produkt des Vektors mit sich 
selbst diTidieren. Der Abstand wird mithin gleich 

g 7. Die Berechnung der Richtung und Lftnge eine« Vektors 
und die Gieichung des Kreises. 

Um die Richtung eines Vektors durch eine Zahl wiederzugeben, 
betrachten wir den Winkel, den seine Richtung mit einer festen 
Richtung, z. B. der positiven a;-Ächse macht. Die Zweideutigkeit be- 
seitigen wir dadurch, daß wir den Winkel nach der Seite der positiven 
y-Achse hin positiv, nach der anderen Seite negativ rechnen. Wir 
reichen für aÜe Richtungen aus, weuu wir nur die Winkel von Null 
bis ± 180 " zulassen. Es schadet aber nichts, die Winkel auch Ober 
180 " hinanagehen zu lassen, wenn man beachtet, daß es anf ein Viel- 
faches von 360" nicht ankommt, daß also z.B. -|- 181" fiir die 
Richtung des Vektors gleichbedeutend ist mit 181"— 360' — — 1790. 
Sind die Einheitsvektoren gleich lang und aufeinander rechtwinklig, 
so ist die Länge r eines Vektors a, 6 in der Länge der Einheits- 
vektoren gemessen gleich 

r = l/a» + hK 

Der Winkel <f, den der Vektor mit der «-Achse bildet, hängt inj 
rechtwinkligen Koordinatensystem mit den Zahlen o, t, die seine 
Komponenten bestimmen durch die Gleichungen 

a = r cosy h ^r srntfi 
zusammen. Dabei ist der Winkel <p so zu rechnen, wie oben an- 
gegeben; dann sind die Gleichungen für alle Richtungen des Vektors 
erfüllt. Um den Winkel fp direkt aus a und b zu finden, hat man 



Dabei ist indessen wohl zu beachten, daß man tp nicht nur dem Wert 
von tgy, sondern auch den Vorzeichen von a und h entsprechend zu 
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bestimmen hat. Sind z. B. u = — 1, 6^ — 1, so muß 9) — — 135" 
tmd nicht 9) =- + 45 " gesetzt werden. Wenn a und h beide ins Ent- 
gegengesetzte verwandelt werden, so bleibt zwar der Wert toq 
— = ig^ ungeändert, aber <p muß um 180" geändert werden. 

Die Reclinung r und 91 aus a und h zu finden, kommt in vielen 
Aufgaben vor. Rechnet man mit Logarithmen, so ist es am zweck- 
mäßigsten, zuerst rp zu berechnen durch die Relation 

-^ = ^'P 

anter Beachtung der Torzeichen von a und i und danach r aus den 
Relationen 



Die doppelte Berechnung von r kann zur Kontrolle dienen, daß tp 
richtig berechnet ist. Wenn die Komponenten a und h durch Be- 
obachtung gewonnen und daher mit Beobachtungefehlem behaftet 
sind, so ist es nicht immer gleichgültig, ob r aus der Relation 

r oder aus der Relation *■ = — — gewonnen wird. Denn 

cottp emqi » 

sind a und ß die Beohachtungsfehler von a und b, so daß die wahren 
Werte a + a und h + ß sind, so ergibt sich für r, wenn man tp als 
richtig ansieht, einmal der Fehler — , das andere Mal der Fehler 
-A- . Wenn man also keinen Grund hat, den Fehler von a ffir 
größer oder für kleiner zu halten als den Fehler von 6, so ist fQr r 
der Änsdruck vorzuziehen, in dem der Kenner absolut genommen 
größer ist ab in dem anderen Ausdruck. Das ist der Ausdruck, in 
dem auch der Zähler absolut genommen den größeren Wert hat. Mit 
anderen Worten, man berechnet die Hypotenuse, nachdem ip gefunden 
ist, aus der größeren Kathete. Für 9 — bis 45" ist co89> > sinqo, 
für 50 = 45" bis 90" ist dagegen 8iDqp>coä9). In den üblichen 
Logarithmentafeln steht log cob^i für 9) =° bis 45" in der letzten 
Kolonne rechts und log siu^: steht für tp » 45" bis 90" ebenfalls in 
der letzten Kolonne rechts. Man hat also die einfache mechanische 
Regel, daß man logcosgi oder log sin 9) bei der Berechnung von 
log r immer aus der letzten Kolonne rechts zu nehmen hat. 

Eine andere Methode, r aus a und h zu berechnen ist die, daß 
man zunächst wieder <p aus der Oleicbung 

_. = tg95 
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mit Berflckaichtigung der Yoneiclien von a und b richtig bestimml^ 
dsim aber setzt: 

r — a + htgipß oder r— 6 + o tg (45»— y/S). 
Die Richtigkeit der ersten Gleichung erkennt man sofort, wenn man 
a — r coay — 2r cai*<pß — r und fc — r äinqp ™ 2r eia^ß coaip/2 
einsetzt. Man erhklt dann auf der rechten Seite 
2r C08V/2 ~r+2r 8inV/2, 
und da eoa'rpß + ein'<pß •= 1 ist, so ist dieser Ausdruck gleich r. 

Die zweite Gleichung wird ehenso bewiesen. Man braucht nar 
i(f — 90* — tp einzufahren. Dann ist b — r cos^fi — 2r eoB'ijfß — r und 
a — r smi> — 2r siii^/2 aoa^ß. 

Wenn die Beobachtungsfehler von a und h nicht unterschieden 
werden, so wird man die erste oder die zweite Formel vorzuziehen 
haben, je nachdem igipß oder tg(45''— y/2) absolut genommen 
kleiner ist. FQr die Berechnung von r kommt es auf das Vorzeichen 
von a und b nicht an. Man wird daher in der Regel bei der Be- 
rechnung von r sowohl a als & positiv einsetzen und tp zwischen 
und 90° annehmen. In diesem Fall sind i^tpß tmd ^(45»— ^yS) 
beide kleiner als 1. Es sind beide Formeln für r brauchbar. Vor- 
zuziehen ist indessen, wenn a > ft, die F<»rmel r ^ a -\-h tgqc/2, i^r 
J > a dagegen Ä + a tg (45" — tpß). 

Die Benutzung dieser Formeln wird wesentlich erleichtert, wenn 
man die Tafeln benutzt, die tg^/2 und tg(4&''— (fß) als Funktion 
von if geben. Bei gerii^en Genauigkeiten eignen sich die Formeln 
auch für den Gebrauch des Rechenschiebers, wenn er eine Skala ent- 
hält, ans der man ip aus der Gleichung 6/a — tgqs för 6<o ent- 
nehmen kann. Man stellts auf dem Stabe und der Zunge h und a 
einander gegenüber, liest ^ auf der zugehörigen Tangenteuskala ab 
und stellt dann auf dieser Skala tpß ein. Dann stehen auf dem 
Stabe und der Zunge die Zahlen a', V einander gegenüber, für die 
h'/a' = tg<pß ist. Nimmt man hiero'=6, so wird b'-^btgq}ß, nnd 
dies hat man zu a zu addieren, um r zu erhalten; z. B. 
a - 21,35 b - 8,60 daraus (p — 22'',0 
&tg 9V2- 1,67 
r - 23,02. 
Ist 6 > o, BO vertauscht man die Rollen von a und b, liest auf 
der Tangenteuskala 90" — gj ab, stellt 45" — tpß ein und addiert 
o tg(45"— qD/2) zu &, um r zu erhalten. 

Sind die Koordinaten x^, y^ des Anfangspunktes eines Vektors 
und seine Komponenten a, b gegeben, so erhalten wir, wie oben ge- 
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zeigt wurde, die Koordinaten x^, y, des Endpunktes, wenn wir die 
Komponenten zu den entsprecteudeo Koordinaten hinzufKgen 

Umgekelirt erhalten wir daher die Komponenten a, b, weun wir die 
Koordinaten x-,, y, des An&ngspunktes von denen des Endpunktes 
abziehen 

a=- x^—Xi 

* = !/a - yi • 
Die Länge r des Vektors hängt demnach im rechtwintligen 
Koordinatensystem mit den Koordinaten des Anfangspunktes nnd 
Endpunktes dnrch die Gleichung zusammen 

(«i-ii:,)'+(9,-y,)>-r'. 
Halten wir in dieser Gleichung x^ und y, sowie r fest, während wir 
Xf, jft als veränderlich auffassen und, um das anzudeuten, den Iudex 3 
forÜassen, so stellt 

(I -«,)'+(»-•'■)'-'•' 

die Bedingung dafür dar, daß der Punkt x, y auf der Peripherie des 
Kreises vom Radius r mit dem Mittelpunkt x^y^ liegt. Wir nennen 
dies „die Gleichung des Kreises". Wenn der Punkt P (x, y) nicht 
auf der Peripherie dieses Kreises liegt, so ist 

von Null verschieden, und zwar ist der Ausdruck positiv, wenn P 
außerhalb des Kreises liegt, und negativ, wenn P innerhalb liegt. 
Denn bezeichnen wir den Mittelpunkt mit 
M, so drückt 

das Quadrat der Entfernung der beiden 
Punkt« P, M aus. Je nachdem die Ent- 
fernung größer oder kleiner als r ist, liegt 
JP außerhalb oder innerhalb des Kreises. 
Fflr außerhalb des Kreises 
Punkte ist 
[x - x,y+ - j,,)» - r' = PJif »- r» = PT' 

gleich dem Quadrat der Länge der von P an den Kreis gezogenen 

Tangenten; denn die Tangentenläuge. bildet mit r die Katheten eines 
dessen Hypotenuse gleich PM ist. Statt PT^ können wir 
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auch VA • PB setzen, wo A die Schnittpunkte einer beliebigen dnrch 
P gezogenen Gereden mit dem Ereiae sind. Denn es ist 

-^ PTA = -^ PBT, 

mithin das Dreieck PAT ähnlich dem Dreieck PTB und damit 
PÄ:PT=Pt'.PB oder P~T'= PA- PB. 
Für innerhalb des Kreises gel^ene 
Paukte wird der Ausdruck 

(x-x,y+(if-y,Y-r' 
negativ und seine geometrische Beden- 
tong ist das negatir genommene Produkt 
PA ■ PB der Abschnitte einer durch P ge- 
legten Sehne. Denn es ist r*— JfP*— PC, 
und aus der Ähnlichkeit der Dreiecke PA G 

__ '"■ "" und PBD folgt PA-.PC-PDrPB oder 

PC*=PÄ: PB Wir nennen den Ausdruck 

die Potenz des Punktes P{x,y) in bezug auf den Kreis. 



IL Abschnitt. 

Konstruktionen mit Geraden und Kreisen. 

§ 8. Eine Gerade durch zwei Punitte zu legen. 

Mit Hilfe der Gleichung ron Gerade und Kreis kann man alle 
Konstruktionen, die man mit Zirkel und Lineal ausföhren kann, auch 
durch Kechnung ersetzen. Wir wollen die einzelnen Operationen, die 
dazu nötig sind, hier zusammenstellen. 

Es seien zwei Punkte P^ix-^, y,) und -P»(a:j, y,) durch ihre Koordi- 
naten gegeben. Es soll die Gleichung der Geraden gefunden werden, 
die beide Punkte verbindet. 

Der Quotient "^— — =^ gibt an, um wieviel sich längs der Geraden 
die Ordinate ändert, wenn die Abszisse um die Einheit zunimmt. 
Dies liefert also den Wert von m in der Gleichung der Geraden 



= mx + y 



^ Vt — Vi 
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Der Wert von y^ ergibt eich nan dadurch, daß mm die Eoordi- 
safeu von Pj oder P^ in die Gleichung einsetzt, z. B. 

yj_=-ma:^ + ifa oder j/o" j/i — ma^i. 
Wird dieser Wert von y^ in die Gleichung der Geraden eingesetzt, 
80 nimmt sie die Form an 

y — 9i + m{x — Xi). 

Sind z. B. iüT x = x^, Xi + h, Xj_ + 2k, a;, + 3h usw. die Werte 
von y zu berechnen, so findet man sie am bequemsten saccessive aus 
y^, indem man fortgesetzt den Betn^ mh hinzuaddiert. Soll z. B. 
das Intervall zwischen P^ und Pj in 10 gleiche Teile geteilt werden, 
so hat man fe = ' , mÄ -= - ■ zu nehmen. Man findet von 

y^ ausgehend der Reihe nach die Ordinaten der eingeschobenen Punkte, 
indem man fortgesetzt ^' ^ -' hinzufügt. Beim zehnten Mal muß sich 
wieder der Wert y^ ergeben; dadurch werden alle berechneten Werte 
kontrolliert. Sind die zwischen P^ und Pj einzuschaltenden Punkte 
nicht gleichweit voneinander entfernt, sondern irgendwie durch ihre 
Abszissen x, x", x'" . . . xt"' bestimmt, so berechnet man die zuge- 
hörigen Ordinaten am besten in folgender Weise. Es seien x^, x', 
x" ... «'"', iCj nach ihrer Größe geordnet. Aus y, findet man nun y' 
durch die Gleichung 

y'~y^-\-m{x'-x^), 

aus y' in analoger Weise y" durch die Gleichung 

y"=y'^m{x"—x'), 
so fortfahrend endlich 

Wenn man nun noch einmal die analoge Operation auf «/<"' an- 
wendet, muß sich der vorgeschriebene Wert y^ ei^eben 

Vi — J/'"' ■\-m{x^ — i^-y) . 
Diese Gleichung bildet die Kontrolle für alle berechneten Zwischen- 
werte, Die Ordnung der Punkte nach der Größe der Abszissen oder 
Ordinaten wäre an und fllr sich nicht nötig, die Gleichungen bleiben 
auch für ii^endeine Anordnung der Punkte gültig. Man hat indessen 
den Vorteil, daß die mit m zu multiplizierenden Differenzen 3^'^ — sd'~^* 
auf diese Weise möglichst klein werden und daher mit der geringsten 
relativen Genauigkeit auszufahren sind, wenn man für die Ordinaten 
eine gewisse absolute Genauigkeit erreichen will. 

Diese Art, die Ordinaten einer Reihe von Punkten der Ver- 
bindungslinie PiPs aus den Abszissen zu berechnen, ist vorzüglich 
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fQr die Ansf&liraiig mit der Bechenmasclime geeigaet. Mim stellt 
dabei denselben Multiplikator m för die ganze Beihe der Operationen 
ein. Wenn zunächst y, auf dem Lineal der Maschine eingestellt wird, 
80 bewirkt sie bei den Knrbelumdrehungen, die dem Wert a;' — äj 
entsprechen, gleichzeitig die Addition und Multiplikation, so daß auf 
der Maschine der Wert y' erscheint. Die neuen Umdrehungen der 
Kurbel, die dem Wert x" — x entsprechen, erzeugen den Wert y" usw. 

Die letzte Kechnuug, die y^ liefert, kontrolliert alle Übrigen. Es 
ist dabei nicht notwendig, die Differenzen x — x,, x" — x usw. aus- 
drücklich hinzuschreiben. Wenn x^, x', x" . . . onteTelnander ge- 
schrieben sind, so führt man die Multiplikation mit einer der Diffe- 
renzen a;*'* — 3^'~^^ Ziffer für Ziffer ans. Man macht zunächst so viel 
Kurbelumdrehungen, als der Differenz der Einer entspricht; dann nach 
Yerachiebung des Lineals so riel Umdrehungen, als der Differenz der 
Zehner entspricht usw. Dabei kann man entweder subtrahieren oder 
addieren und nötigen&lls zn den Einheiten einer Stelle noch eine 
Einheit der lüchsten Stelle hinzunehmen. Es läßt sich immer er- 
reichen, daß man für eine Stelle höchstens fünf Kurbelumdrehungen 
zn machen hat. Eine nähere Beschreibung ist überflüssig, weil der 
Rechner von selbst bei der Handhabung der Maschine mit einiger 
Übung die kleinen Vorteile wahrnehmen wird. Auch für den öe- 
brancb des Rechenschiebers läßt sich die Operation in dieser Weise 
gut durchfähren. Hier ist es gar nicht nötig, den Wert von m aus- 
drücklich hinzuschreiben. Man stellt nur y^ ~ y, und x^ — x^ einander 
gegenüber nnd liest dann die Differenzen y^ — y', y" — y ... ab, die 
den Differenzen y! — x\, x" — x' . . . gegenüberstehen. Diese werden 
dann snccessive addiert, um y^, y', y" ... zu erhalten. Wenn der 
relative Fehler von y^ — y, y" ^ y ... der gleiche wäre nnd filr alle 
nach derselben Seite IJ^, so müßte auch der relative Fehler ihrer 
Summe der gleiche sein. Daraus würde sich ergeben, daß der abso- 
lute Fehler von y**' proportional y**' — y^ und der absolute Fehler, 
der sich bei der letzten Rechnung, die wieder auf y^ führen soUte, 
herausstellt, proportional y^ — y^ wäre. 

Nun ist es aber sehr unwahrscheinlich, daß alle Fehler nach der- 
selben Seite liegen. In der Regel werden sie nach verschiedenen 
Seiten li^n und sich zum Teil kompensieren. Bei der letzten 
Rechnung wird sich y, daher wesentlich genauer darstellen, als der 
relativen Genauigkeit entspricht, die man mit dem Rechen schieb er bei 
einer einzigen Multiplikation m (x^ — x,) erreichen kann, und ebenso 
werden die berechneten Werte y*'* genauer sein, als man sie mit dem 
Rechenschieber durch direkte Rechnung aus y^ nach der Formel 
y(*)=y^-|- (x^[')—x^) 

erhalten würde. 
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£b seien z. B. fOr die Yerbrndungslinie der beiden Paukte 
X - 23,46 , X - 35,33 
y - 11,61 
die Ordinatea zu den AbBzissen 



und 



27,li 



29^7 

30,12 

32,64 
za berechneD. Die folgende Recbnong ist mit der oberen Skala eines 
Rechenscbiebere Ton 20 cm Länge ansgeführt. 



23,46 
27,12 
28,22 
29,67 
30,12 
32,64 
36,33 



y 

gegeben 
11,61 



27,23 



3,66 
1,10 
1,36 
0,66 
2,52 



1,45 
1,78 
0,72 
3,31 
3,64 



betechuet 

16,43 
17,88 
19,66 
20,38 
23,69 
27,23 



Difftirenz: 11,87 15,62 Summe: 11,87. 

Der letzte Wert von y stellt sich bei der Rechnung überein- 
stimmend mit dem g^ebenen Werte von y hersns, obgleich die Gie- 
nauigkeit des ßechenschiebers in der oberen Skala gar nicht hinreichen 
würde, um ein Produkt 15,62 auf die Einheit der zweiten Bezimale 
genau zu erhalten. Die genauen Werte der i/-'^ sind auf drei Dezi- 
malen abgekürzt: 

16,426 

17,874 

19,650 

20,374 

23,690 



Die Abweichungen von den mit dem Eechenschieber berechneten 
Werten übersteigen also nicht zehn Einheiten der dritten Stelle. 
Wollte man die Werte von y durch Zeichnung einer Geraden auf 
Millimeterpapier erhalten, so müßte man schon erhebliche Soi^alt 
aufwenden, am die gleiche Genauigkeit zu erzielen. Bei einem Mafi- 
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Btab Ton einem Zentimeter auf die Einheit, wobei die Entfernmig der 
beiden Punkte etwa 20 cm sein würde, müßte die Zeicbnnng aaf 
Vio tarn genan sein, um der Genauigkeit des Recbenschiebers zu ent- 
spreoben. Die Formeln zur Berecbnui^ der Ordinaten t^'^ bleiben 
auch gültig, wenn ee sich nicht um „Interpolation", d. h. um Eiu- 
echaltuBg von Punkten zwischen P^ und P^, sondern um „Extra- 
polation" handelt, d. h. um Berechnung von Punkten auf der Ver- 
längerung TOn P,P, über P, oder P, hinaus. 

Wenn auf der Geraden PiP» Punkte berechnet werden sollen, 
für die nicht die Abszissen, sondern die Entfernungen von P^ gegeben 
sind, 80 ist die Rechnung etwas anders auszuführen. Wir wollen ein 
quadratisches Koordinatennetz voraussetzen. Man bestimmt dann zu- 
erst den Winkel y, der die Hichtung des Vektors PjPg bestimmt aua 
den Komponenten x^ — Xj, y^ — y, des Vektors: 

Ist dann P{x, y) ein Punkt, der auf der Geraden P^Pj auf derselben 
Seite von Pj wie P, liegt, so hat der Vektor P^P dieselbe Richtung 
wie PyPi- Ist demnach r seine Lange, so erhalten wir fQr seine 
Komponenten x — x^, y — y^ die Gleichungen 



Wenn P nach der entgegengesetzten Seite li^t, so ist auf der 
rechten Seite dM entgegengesetzte Zeichen zu nehmen 



y — yi = — rsmfp. 
Oder zusammenfassend können wir sagen, es ist 

a; — a;, = wcosg; 

y — y, = «sin9i, 
wo u den Abschnitt P^P bezeichnet, positiv auf der Seite von P^ 
negativ auf der entgegengesetzten Seite gerechnet. Wenn man sidi 
die Gerade PiP^ zur Abazissenachse gemacht denkt mit dem Anfangs- 
punkt in Pj und der positiven Richtung nach der Seite von Pj, so 
würde u den Wert der Abszisse angeben. 

Anstatt CO891 und sin^i zu berechnen, kann man auch die Länge 
r^ des Vektors PjP^ einführen, die mit den Komponenten x^— x^, 
Vi ~ Vi "iurch die Gleichungen 

x^— x^= r cos gs , !'a ~* ^i = ** sin^i 
zusammenhält, und erhält dann 
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Eine Gerade durch zwei Punkte zu legen. 



x-x,= ~{a:,-x;) 



y — yx = 



-Oj-yi)- 



Rechnet man mit Logarithmen, so wird man wohl die erste 
Form (1) vorziehen. Bei der Berechnung von <p aus log tgqs wird 
man sogleich auch logcoegi und log sin q? aus den Tafeln entnehmen. 
Für den Rechenschieber würde ioh die zweite Form (2) vorziehen und 
die Rechnung etwa in folgender Form ausführen: 

X .V 

Pi : 23j46 11,61 
fj : 35,33 27,23 
Vektor PjPj : 11,87 15,62 daraus Jt> = 37,2» 
11,87 tgi^/2 ~ 4,00 ^ß = 18,6" 

ri = 19,62 . 

Soll nun z. B. h = — 5,72 sein, so hat man auf dem Rechen- 
schieber u und rj einander gegenüber zu stellen und die Komponenten 
des Vektors P,Pi in diesem Verhältnis zu reduzieren: 



Vektor PjP 
Pi 
P 



-3,46, 
23,46, 



-4,56 

11,61 



20,00, 



7,05. 



Zur Kontrolle der Rechnung wird es sich empfehlen, nachdem 
die Komponenten des Vektors P^P durch proportionale Reduktion 
aus denen des Vektors P^Ft gefunden sind, die Länge des Vektors 
PjP aus seinen Komponenten zu berechnen 

4,56 
3,46 i^ii>l2 - 1,16 

5,72 übereinstimmend mit u. 

Sollen mehrere Punkte F, P", P"' . . . auf der Geraden P^P^ 
aus ihrer Entfernung von P^ gefunden werden, so wird es zweck- 
mäßiger sein, mit einer Stellung des Schiebers alle :c-Komponenten 
der Vektoren PiP*, PiP", PjP" ... zu finden und mit einer zweiten 
Stellung des Schiebers alle ^Komponenten. Das eine Mal hat man 
die «-Werte, die zu den Funkten P', P", P"' . . . gehören, in dem 
Verhältnis x^~x^:r^ zu reduzieren, das andere Mal im Verhältnis 
Vi" Vi'- ^1- ^'öä kommt im wesentlichen auf die Methode zurück, 
die in den Gleichungen (1) ausgedrückt ist. 
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§ 9. Geradlinige Konstruktionen. 

Es sind zwei Punkte PiPg einer Geraden durch ihre Koordinaten 
gegeben. Mau boU durch einen Punkt Po(^o> ^o) ^>°^ Parallele zu 
PiPg ziehen. Zu dem Ende berechnet man den Bichtnngswinkel 91 
des Vektors P^P^ aas seinen Komponenten. Dann ist die Gleichnng 
der Geraden 

oder auch 

(1) X = x^ -i- u coBfp , y — yg+ ua'iaq) . 

Dabei bedeutet u den ÄbBchnitt toq P^ bis zu dem darzustellenden 
Funkt P der Parallelen, positiv in der. Richtung p, negativ in der 
entgegengesetzten Richtung gerechnet. Statt (1) wird man flir den 
Gebrauch mit dem Rechenschieber schreiben 

(2) x-Xa+~-{x^-Xi), y = !/o + -^(yi~ 1/1)7 

wo r, wieder wie oben die Länge des Vektors P^Pj bedeutet. 
Die Gleichnng der Geraden 

y-yo+*g?'(^ — ^0) 

kann man auch in die Form 

y^tgpx + c (c = yo— tgyio) 
bringen. Man wird das aber zweckmäßig nur dann tun, wenn die 
Werte x, y, um die es sich handelt, nicht groß gegen die Werte 
X — %, y — ^0 sind, oder geometrisch gesprochen, wenn das Stück 
der Parallelen, auf das es ankommt, ungefähr ebenso weit vom Null- 
punkt sich entfernt, wie vom Punkte Xf^y^. Die Umwandlung würde 
aber ganz unzweckmäßig sein, wenn das Stfick der Parallelen, auf 
das es ankommt, nahe bei x^y^ und weit vom Anfangspunkt des 
Koordinatensystems liegt. Denn in diesem Fall sind x ~ x^ und 
y — yo klein im Verhältnis zu x oder y. Wenn man also statt des 
Produktes igip{x — x^ das Produkt tgy ■ 3; zu bilden hat, so hat 
man, um gleiche Genauigkeit im Resultat zu erreichen, die Multipli- 
kation mit um so größerer relativer Genauigkeit auszufahren, je 
größer x im Verhältnis zu x — Xf, ist. 
An Stelle der Gleichung 

wird man die Gleichung 

x--Xa+ctgtp(i/-ya) 
vorziehen, wenn ctgg; absolut genommen wesentlich kleiner ist als tg^i. 
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Es seien zwei gerade Linien P^Pj and Pi'P,' durch je zwei 
ihrer Punkte g^eben. Es soll ihr Schnittpunkt S berechnet werden. 
Wenn der Anfongapunkt des KoordinatenBystems weit von den Punkten 
P^, Pg, Pj', P,' entfernt ist, so lÜhre man einen neuen Anfangspunkt 
A ein, der in der Nachharacbaft der Punkte liegt, oder genauer ge- 
sprochen, der sich von den Punkten nicht wesentlich weiter entfernt 
als sie voneinander entfernt sind. Die nenen Koordinaten sind die 
Komponenten der Vektoren ÄP^, APj, AP^, AP^. Man hat also 
von allen Abszissen die Abszisse von A algebraisch abzuziehen, 
und ebenso von allen Ordinalen die Ordinate von A. Man kann A 
mit einem der Punkte P zusammenfallen lassen. Indessen wird man 
hanfig vorziehen, A so anzunehmen, dafi die Koordinaten abgerundete 
Werte haben, damit die Subtraktionen der Koordinaten von A rascher 
ausgeführt werden können. 

Man stellt nun die Gleichungen der beiden Geraden auf 



}f = mx + c, m — ^' - _ ^ ' , c — 



y, — mx^, 



V = m'x + c', m' = — , — —, , c' = «,' — m'x,'. 

Da der Schnittpunkt beiden Gleichungen genügen muß, so er- 
hält man durch Subtraktion eine Gleichung für seine Abszisse 

- (m — m')x.+ (c - c) , 



Setzt man x, in die Gleichungen der beiden Geraden ein, so muß 
sich beide Male die Ordinate des Schnittpunktes ergeben 

y,— mx,~\- c = m'x,+ c. 
Die doppelte Berechnung von jf, bildet die Eontrolle. Ebenso kann 
man die Rollen von x und y vertauschen und die Gleichungen in der 
Form ansetzen: 



Dann ergibt sich 

y, = — - ——7 , «, — my, + c = my, + c'. 

Wenn die beiden Geraden sehr nahe parallel sind, so werden m 
und m' oder »i und m' nur sehr wenig voneinander verschieden sein. 
Ihre Differenz wird dann sehr klein und die Werte von x^ oder y^ 
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die durch Division mit der DifiFerenz gefunden werden, können da- 
durch sehr groß werden. Um in solchen Fällen wenigsten^ eine ge- 
nügende relative Genanigbeit der Koordinaten des Schnittpunktes 
zu erhalten, muß die relative GFenauigkeit von m ~ m oder m — in 
eine genügende sein. Um die zu erreichen, müssen die Größen m in 
solchen f^ällen relativ genauer bekannt sein, als die relative Genauig- 
keit, die man fllr die Differenz erreicht. 

Eine andere Art, den Schnittpunkt der Geraden zu berechnen, 
geht von den Gleichungen aus 

x = x^-\-u eosy , y = y^ + u svatp 
und 

X — a;,'-|- «'cosg?', y — y^+ «'siny', 

in denen u und u' die Entfernungen eines Punktes der ersten oder 
zweiten Geraden von dem Punkte P, oder'P,' darstellt, positiv oder 
negativ gerechnet, je nachdem der Punkt in der Richtung fp resp. fp' 
oder in der entgegengesetzten l^ichtung liegt. Wir betrachten nun 
die Werte m, m', die dem Schnittpunkt der Geraden entsprechen, als 
die Unbekannten. Durch Gleichsetzen der beiden Ausdrücke für x 
und der beiden für y ei^eben sich für u uad u' die beiden Gleichungen 

M c08(p — m' cos ip' = X-^~ x^, 

M singji — «'sinqo'— y^ — y^ . 

Die rechten Seiten bilden die Komponenten des Vektors P,Pi, 
für die wir die Ausdrücke rcosa, r slna einsetzen, 
M cosqo — u coa<p' = r cosa, 
« sin 9) — u siuqi' = r sin«. 
Die Gleichungen drücken nichts anderes aus, als daß der Vektor P^P{ 
die geometrische Summe der Vektoren P^S und SP^ ist. 

Durch Multiplikation der ersten Gleichungen mit slnqo', der 
zweiten mit cosy' und Subtraktion ei^ibt sich 

M Bin(qo'— 9.) = r 8in(9>'- «) , 
und analog findet man 

usix).(tp'— ip)^r s,ia{fp — d). 
Hat man hieraus u und u ermittelt, so setzt man die Werte in 
B Gleichungen für x und y ein und muß dann zwei übereinstimmende 
i übereinstimmende Werte von 1/, erhalten 

— (cosm = X, + r-^ -, : cosffl , 

■— ^^ ismw = «, 4- r . , --- (sing) . 



Werte von x, und zwei 
x,^x,-i- 

y.-Vi + r'^i 
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Für logaritlimische Rechnung TÜrde man diese Methode der oben 
BUBeinandergesetzten Torziehen. Auch fitr den RechenBchieber und 
die Rechenmaschine (in Yerbindnng mit Tafehi fSr die Werte der 
trigonometrischen Funktion) eignet sie sich wohl, obgleich sie hier 
jener Methode nicht überlegen ist. Unter den Aufgaben der Feld- 
messung kommt diese Rechnung beim sogenannten „Vorwärts-Ein- 
schneiden" vor. Es ist von zwei bekannten Punkten Pj und P^' aus 
ein anbekannter Ponkt S angezielt und der Richtungswinkel des 
Vektors P^S dadurch bestimmt, daß die Abweichung der Richtung 
TOn der Richtung nach einem bekannten Punkt A gemessen ist. 
Ebenso ist die Abweichung der Rich- 
tui^ des Vektors Fi'S von der Rich- 
tung nach einem bekannten Punkt A' 
gemessen (Fig. II). 

Die Rechnung besteht darin, zu- 
nächst die RichtungBw;inkel der Vek- 
toren P^Ä und P^'A' zu berechnen. 
Sie seien a und a. Dann werden die 
gemessenen Drehungen von der Rich- 
tung des Vektors P^A^ znr Richtung 
des Vektors PjÄ und ebenso von P^'A' 
zu P/S algebraisch zu unda' binzuaddiert. Die gemessenen Drehungen 
sind dabei positiv oder negativ anzusetzen, je nachdem sie im Sinne 
wachsender Richtungswinkel oder im entgegengesetzten Sinne aus- 
geßihrt sind. Sind die Messungen mit einem Theodoliten ausgeführt, 
so zeigen die für die Einstellung des Femrohres abgelesenen Zahlen 
an, ob die Drehung des Fernrohres um die vertikale Achse in dem 
einen oder anderen Sinne erfolgt. Bei den in Xorddeutschland üblichen 
Theodoliten ist die horizontale Kreiascheibe, auf der die EinsteUui^ 
abgelesen wird, in 360' in der Art geteilt, daß bei der Drehung in 
dem Sinne Süden, Westen, Norden, Osten die Zahlen von bis 360 
wachsen. Werden die beiden gemessenen Drehungen mit d, ä' be- 
zeichnet, so ergeben sich die Richtungswinkel ip , ip der beiden 
Vektoren P,S und P/S zu: 

q> = a + S, 5»' — a' -f d'. 

In diesem Falle sind u und u sicher positiv. Die Winkel 
tf'—a und ip'—fp, wo « wieder wie oben den Richtungswinkel des 
Vektors P^P^ bedeutet, haben also, wenn sie zwischen — 180" und 
4- 180* genommen werden, dasselbe Vorzeichen, ebenso die beiden 
Winkel y — « und <p' — tp. Man braucht daher auf ihr Vorzeichen 
nicht zu achten, sondern kann ihre absoluten Werte nehmen. Denn 
für die Berechnung der Koordinaten von S kommt nur der Quotient 
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der Sinusse in Betracht Bs ist nicht ohne iDteresse die beiden 
Bechnungsmethoden in einem Beispiel zu vergleichen. Die Berechnung 
TOD ip und 9>' ist dieselbe, daher mSgen tp und ip als gegeben be- 
trachtet werden. Beide Rechnungen sind mit dem Rechenschieber 
ausgeführt. 

Die Daten sind 

P, P,' 

Koordinaten - 797, +789 >p = 94'',8 y' = Wfi. 

Der An&ngspnnkt des Koordinatensystems ist im Punkte P, an- 
genommen, so daß die Koordinaten von Pj' gleich die Komponenten 
des Yektore P^^P^ liefern. Das ist vielleicht eine Berorzi^ng der 
zweiten Methode, weil die erste Methode den Vektor P^^P^ nicht 
benutzt. Indessen ist es auch fQr die erste Methode zweckmäß^, den 
Anfangspunkt in einem der Punkte Pj oder P^' zu legen, weil dann 
in der Gleichung der einen Geraden das konstante Glied Terschwindet. 

1. Methode: 

yi'= +789 
*i' *Ä9'' — — 184 
c- +973. 
Gleichungen der Geraden: 

y 11,9« 

y= 0,233; + 973 Probe: 973 

12,13a: -973 x 80,2 0,23a:- -18 

y = 954 955. 

2. Methode: 

- 797 + 789 
789tg22«,35=- 324 
r= 1121. 
«-180-44,7 = 135,3 

9— y'=81,8 a-5)=40»,5 a— ?>'— 122«,3 

sin{gj-9)')-0,988 sin (a-y)- 0,648 sin(a-9'')-0>841 
r_^^A _ 958 r^in(^- .J ^ 

Vektor Pi«: -80,955 Vektor P^S: 716, 165 

Vektor P,P,: -797, + 789 

Probe: - 81,+954. 

Es ist nicht zweifelhaft, daß die erste Methode kürzer ist. Der Grund 
weshalb bei Feldmeßarbeiten die zweite Methode allgemein vorgezogen 
wird, liegt teils darin, daß hier meistens mit Logarithmen gerechnet 



= 735 
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wird, teils in dem Umstände, daß man die Länge oder den Logs- 
nthmoB der Läi^ mid den Richtungswinkel der Vektoren P^Pi, 
P^S, P'S ohnehin gern mit erfahren will. 

Durch einen Pnnkt Pp(iCo,yo) sei eine Gferade zu ziehen, deren 
Hichtung Ton der einer gegebenen Geraden um einen voi^eschriebenen 
Betrag abweicht. Man rechnet den Eichtungawinkel der gegebenen 
Geraden aus und addiert die Toi^eschriebene Kichtungsabweichung 
algebraisch hinzu. Ist g> der so gefundene Richtungswinkel der ge- 
sncbten Geraden, so ist ihre Gleichnng 

oder aach 

X — x^-i- u cos (p 

y = j/o + « 8"»v- 

In dem speziellen Fall, wo die gesuchte Gerade auf der gegebenen 
senkrecht stehen soll und die gegebene Gerade durch ihre Gleichung 
gegeben ist in der Form 

y — mx i- c oder x — m'y + c \m' — — c — ), 

ist tg(qo) — — — m' und die Gleichung der gesuchten Geraden 

wird: 

y = yf, — m'(x~Xe) oder x = x„ — m(g~ya) 
oder auch 

X ^ X^ -i- tt COS W 

(1) ° (wo tgcp - - 1/m). 

SoU der FuBpnnkt des Lotes gefunden werden, das man vom 
Punkte «0^9 auf die Gerade y — mx + c fällen kann, so kann man 
die Ausdrucke (1) für x und y in die Gleichung der Geraden ein- 
setzen nnd daraus den Wert von u ermitteln 

j/j + « sin 9) — mXf, + c + JWM CO89 
oder 

yo ~ marp - c = «(mcosqp-einv) - - ^■ 

Setzen wir diesen Wert von « in die Gleichungen (1) ein, so ergeben 
sich die Koordinaten des FuBpunktes. Dabei bedeutet u die Länge 
dee Lotes positiv oder negativ genommen, je nachdem sein Fußpunkt 
von x^,y^ aus in der Richtung rp oder in der entgegengesetzten Richtung 
liegt. Der Ausdruck- fQr die Lauge des Lotes hätte auch aus dem 
früher gefundenen allgemeineren Ausdruck 
Jaf, + Bjr, + C 
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abgeleitet werd«i können. Denn in diesem speziellen Fall liaben wir 
zu bilden 

y, — tH3;,-c 

1/1 + -.' 
Hier ist 1 + m* — 1 + ctg'y =- . , - , so daß sich für die lÄnge 
des Lotes wie oben 

(ya-tHX„-qBmg> 
«^bt. 

Es sind die Öleicbungen zweier G(eraden gegeben: 
Ax + Sy+C-O, A'x + B'y + C - 0. 

£b soll ibr Schnittpiinkt S mit einem gegebenen Pankte Piix^,y^ 
verbanden werden. Die Oleichimg der Geraden SP, ist zu ermitteln. 
Man könnte die Aufgabe auf zwei frühere zurückföhren, indem man 
zuerst die Koordinaten von S aus den beiden gegebenen Gleichungen 
ermittelte und dann mit den Koordinaten von S und P, die Gleichung 
der Geraden P^8 aufstellte. Indessen ist ein anderer Weg einfacher, 
bei dem es nicht nötig, die Koordinaten des Schnittpunktes auszurechnen. 
Sind nämlich a und a beliebige Eonstante, so ist die Gleichung 

a{Ax^-By + C) + «'(^'^ + B'y + C")-Q 
die Gleichung einer Geraden, die jedenfalls durch S gehen muß; denn 
wenn man för x und y die Koordinaten von S einsetzen wflrde, so 
müßte die Gleichung erfüllt sein, weil die Ausdrücke Ax + By + C 
und jI'x 4- B'y + C beide Null werden. Nun handelt es sich nur 
noch darum, für a und u solche Werte einzusetzen, daß die Gleichung 
auch für die Koordinaten des Punktes Pj erfüllt ist. Zu dem Ende 
set^t man die Koordinaten des Punktes P, ein und hat dann eine 
Gleichung für das Verhältnis von a nnd a 

a -^i^.+ r??^ + ^ 

Man kann z. B. 

a = Ax, + P'y, + C; u' = - {Ax,+By, + C) 
setzen; aber es kommt auf einen ProportioQalitäts&:ktor nicht an. 

Die Richtigkeit dieser Lösung kann auch direkt eingesehen 
werden, wenn man an die geometrische Bedeutung der Ausdrücke 
Ax-irBy-k- C und A'x + B'y + C 

denkt. Denkt man sich in die erste Gerade einen Vektor iy,F(Fig. 12) 
mit den Komponenten B, — A gelegt, so ist Ax -\- By + C gleich dem 
doppelten Dreieck PUV positiv oder negativ gerechnet, je nachdem 
der Vektor UV um den Punkt P(x,y) im positiven oder negativen 
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Sinne zu drehen strebt. Mit der analogen Maßgabe iat Ä'x + B'y -{- C 
gleich der doppelten Dreiecksääche PU'V, ebenso Ax^ + By^ + C 
gleich der doppelten Dreiecksöäche P,IjV und A'x^+B'p^ + C 
gleich der doppelten Dreiectsfläehe P, U' V. Nun verhalten sich die 
beiden Dreiecke Pj UV und 
PUV wie ihre Höhen, da 
ihre Grundlinien in UV zu- 
sammenfallen. Folglich gibt 

Ax+ B y + C 

Ax,+ By,+ C 
das Verhältnis der Abstände 
der Pnnkte P und P, von der 
Geraden UV an, positiv, wenn 
die beiden Punkte auf der- 
selben Seite der Geraden liegen, 
negativ, wenn auf entgegen- kb- *'• 

gesetzten Seiten. Das Analo- 

gon gilt von der anderen Geraden. Folglich besagt die Gleichung 
Ax + By + C _ Ä'x + B'y + C 
-ix,-i- By^+ C ä:x,-\- B'y^+ C 
daß die Abstände der Punkte P und P, von den beiden Geraden 
einander proportional sind, und daß die Punkte entweder in demselben 
Winkel zwisefaen den beiden Geraden liegen oder in einander gegen- 
überliegenden Winkeln, je nachdem die beiden Seiten der Gleichung 
positiv oder negativ sind. Damit ist aber ausgedrückt, daß P, P,, S 
in einer Geraden liegen. 

§ 10. Die Resultante von Kräften. 

Wir wollen den Ausdruck 

a(Ax + By+C) + a'{Ä'x + B'y + C), 
der gleich Null gesetzt die Gleichung der Geraden SP^ ausdrückt, 
in die Form bringen: 

^x + ^y + fS., 



t + a'A' 



= aB + a'B' 



aC+a'C. 



Die Vektoren mit den Komponenten B, — A und B', — A' waren, 
wie wir sahen, den betreffenden Geraden parallel, ebenso muß der 
Vektor 93,-91 der Geraden SP^^ parallel sein, und wenn wir ihn 
uns alä eine Kraft denken, die in der Geraden SP^ wirkt, so stellt, 
wie wir oben sahen, 

3lx -f SBy + e 

anugB, uiklftliclu Oeonietcle dar Bbeaa. 3 
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das DrehungamomeDt der £>aft; in bezug auf den Punkt F(x, y) dar. 
In der Tat ist der Vektor 199, — 2( die geometrische Summe der beiden 
Vektoren aB,-aA und a'^*, — a'X. Die Kraft ffl, - S(, die in 
der Oeraden SP^ wirkt, kann also als Resultante aus den Kräften 
aB, — aA in der Geraden SU und a'S', — a'A' in der Geraden SU' 
zusammengesetzt werden. Durcb passende Wahl tod a und a kann 
man dem Vektor SS, — 81 jede beliebige Richtung und Länge geben, 
wenn nur die beiden Vektoren B, — A und B, — Ä nicht einander 
parallel sind. Würde man S, — A und B, — A' zu EiidieitsTektoren 
machen, so wären a und a die Koordinaten des Vektors in bezug 
auf diese Einheitsvektoren. Die Gleichung 

^x + S6y + f5,^a{A3; + By-^C) + tc'{A'x + B'y+C') 

drückt demnach den mechanischen Satz aus, daß das Moment der 
Resultante in bezug auf eineu beliebigen Punkt gleich der algebraischen 
Summe der Momente der Komponenten in bezng auf denselben Punkt 
ist. (Die Momente mit dem richtigen Vorzeichen je nach ihreni 
Drehnngssinn genommen.) Durch das Moment in bezug auf jeden 
beliebigen Punkt ist eine Kraft nicht bloß der Richtung und Größe, 
sondern auch der Lage nach bis auf die gerade Linie, in der sie 
Terschoben werden kann, bestimmt, oder analytisch gesprochen, der 
Ausdruck 

%x+^y + fS. 

repräsentiert die Kraft nach Richtung, Größe und Lage. Größe 
und Richtung sind durch den Vektor S3, — 91 gegeben, die Gerade 
in der sie wirkt, durch die Gleichung 

gegeben. 

Wenn die beiden Geraden 

Ax-\-By + C-'0 A'x + B'y+C' = 

einander parallel sind, so ist auch die Gerade 

S[a; + S8y+e = 

den anderen beiden parallel. Die Gleichung 

%x-\-^yi-^=^a(Ax + By + q + a.'{A'x + B'y + C) 

zeigt, daß auch jetzt die Kraft S8, — % die in der Geraden 

gta; + Sy + e = 

wirkt, die Resultante der Kraft aB,~aA, die in der Geraden 

Ax + By + C=0 
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wirkt, und der Kraft c'^, — a'J.', die in der Geraden 

A'x + B'v+C'-O 

wirkt, ist. Wenn wir uns alle drei Kräfte an einem starren Körper 
angreifend denken, so ereetst die ßesultante die beiden anderen 
Kräfte oder umgekehrt. 

Hat man für eine beliebige Anzahl von Ktftften die AnsdrDcke 

A^x + B„y + C„ (a - 1, 2, ... b) 

ermittelt, durch die sowohl Gtröfie nnd Richtung wie die li»g^ der 
Kräfte ausgedrückt wird, so stellt die algebraische Summe die 

Kesultante dar 

Denn die Vereinigung von zwei solchen Ausdrücken zu einem können 
wir fortsetzen und erhalten auf diese Weise schließlich die Resultante 
aller Kräfte. Sollen die Kräfte im Gleichgewicht stehen, so müssen 
^, $, S alle drei Null sein, weil nur so das Moment in bezug auf 
jeden beliebigen Punkt P(x, y) verschwindei In dem speziellen Fall, 
wo 9 und 93 verschwinden, S aber von Null verschieden iat, haben 
die M durch 

Ä.x + B.y+C, («-1,2,...«) 

dargestellten Kräfte keine eigentliche Resultante, sondern setzen sich 
zu einem Kräftepaar vom Moment f& zusammen. Die Gleichung 

Sta; + ©1/ + © = 

wird in diesem Fall durch keine endlichen Werte Ton x und y be- 
friedigt. Man kann sich diesen Fall als Grenzfall denken, indem man 
% und S kleiner und kleiner werden läfit, dann müssen x, y ent- 
sprechend größer gemacht werden, um die Gleichung 

«r« + ©(/ -F u - 

zu beMedigen. D. h. die Kraft wird kleiner aber gleichzeitig rückt 
die Gerade, in der sie wirkt, weiter und weiter hinaus. Im Grenzfail 
ist die Kraft Nnll und gleichzeitig der Hebelsarm unendlich groß 
geworden. Das Moment in bezi^ auf jeden im Endlichen gelegenen 
Punkt wird dabei gleich S. 

§ 11. Die Berechnung der Spannungen in den Stäben eines Facliwerks. 

Es seien eine Anzahl Stäbe in Gelenken miteinander zu einem 
Fachwerk verbunden. Es bilde z. B. das Fachwerk vier Seiten und 
die eine Diagonale eines Vierecks 1234 (Fig. 13). An den Knoten- 
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punkten des Fachwerks sollen irgendwelche gegebene Erilfte an- 
greifen die miteinander im Oleichgewicht stehen 

A^x + B,y + C, (r - 1, 2, '6, 4). 

Die Summe dieser vier Ausdrucke muß für beliebige Werte von x 
Null aei^. Es seien femer die Koordinaten 
der vier Knotenpunkte gegeben 

x^, y^ (r - 1, 2, 3, 4). 
Aas diesen leiten wir die Gleichungen der 
fflnf Stäbe her in der Form 

y = »1« + c oder x = m'i/ + c'. 
Die Spannungen die in den Stäben herrschen, 
können aus den Oleichgewiohtsbedingungeu 
ermittelt werden, die um jeden der vier 
Flg. 13. Knotenpunkte zu erfüllen sind. Die in 

dem Stabe 1 2 wirkende an dem einen 
Endpunkte, z. B. 1, angreifende Kraft drücken wir durch 

Xi,(y-»i„a;-c„) 
oder durch 

— y,i(a!-)»;jy — 4) 

aus. X^g ist dabei die :r-Komponente der durch die Stabspannung 
in 1 angreifenden Kraft, die in der Richtung 12 liegt, wenn es sich 
um eine Zugspannung handelt, d^egen iu der Bichtung 3 1 , wenn 
es eine Druckspaonung ist. In der zweiten Fassung ist Y^j die 
y-Komponente der in 1 angreifenden Stabspannung. Für die im 
Knotenpunkt 2 angreifende Stabspannung haben wir analog 

^«0/ - »»IS* — Ci,) oder ~ ^21(3; -m;^!/ -«;,) 
zu schreiben, wo X,i = — X^, Y^^ = — r^j ist. 

Nun werden die Gleichgewiehtsbedingungen die Form annehmen 
Knotenpunkt Gleichgewichts bedingung 

1 A^x+SJ^y+C^ + XJ^J(y^m^iX—c^J) + X^^{1f—m^^x—Cl^'=0 

2 A^x+B^tf-^ Ct + X^J^{y-m^JX—c^i) + Xi^(t/—mi^x-Ci^) 

-i-X„(y-m^x-^,)=0 

3 A,x+B^y+C^ + X^iij/-m^^x-c^,) + X^{y~m,^x^c^)=~0 

4 A^x+B^y+C^+X^(J,-m^^x~c^^)+X^(y-m^x-CJ^) 

+ Z« (j/— m„a:— Cji) — . 

Die Summe dieser vier Gleichungen ist für beliebige Werte Ton x 
und y Null. Denn erstens ist l^[A^x-i~B^y -^-C^ = 0, und anderer- 
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Beita kommt jeder der mit den Größen X mnltipHzierteii AusdrQcke 
zweimal vor, einmal mit X^^, einmal mit Xg^, so daß er sich in 
der Summe weghebt. 

Um die Größe X zu berechnen, kann man folgendermaßen ver- 
fahren. Man setzt in der ersten Gleichnng x f^ x^, y => y* ein. Dann 
verschwindet das Glied mit X^^, und es ergibt sich 



Zweitens setzt man x = x^, ^ = y^i dann verBchwindet das Glied mit 
Xj^3, und es ei^ibt sich: 



X..= 



y, — »i„x, — Cn 



Analog findet man aus der dritten Gleichung X^^ und Xg^, indem man 
X ^ x^, y = pi und X = Xj, y = yi einsetzt. Endlich ergibt sich X^^ 
aus der zweiten Gleichung, wenn man x = y •^0 setzt 

„ C, — e„X„-e„Z„ 
^1= 'i:" — ^ 

Für den Fall, daß c^^ Null sein sollte setzt man für x und y irgend- 
welche Werte ein, die den Ausdruck y — m^^x — c,^ nicht zum ver- 
schwinden bringen. 

Wenn man die Größen X so bestimmt hat, eo Bißt sich zeigen, 
daß die vier Gleichgewichtsgleichungen 1, 2, 3, 4 für beliebige Werte 
von X und y erfüllt sind. Wäre nämlich eine der Gleichungen nicht 
für beliebige Werte von x und y erfüllt, so würde sie eine gerade 
Ijinie darstellen, die durch alle die Punkte läuft, deren Koordinaten 
die Gleichung erfallen. Das ist als unmöglich nachgewiesen, sobald 
wir zeigen können, daß man die Gleichung durch die Soordinaten von 
drei nicht in einer Geraden liegenden Paukten befriedigen kann. Die 
Gleichung 1 igt befriedigt, wenn man die Koordinaten der Funkte 1, 
2, 4 einsetzt, die Gleichung 3 ist beledigt, wenn man die Koordinaten 
der Funkte 3, 2, 4 einsetzt. Damit ist bewiesen, daß diese beiden 
Gleichungen für beliebige Werte von x und y erfüllt sind. Es bleiben 
noch die Gleichungen 2 und 4. Die Gleichung 2 ist für die Koordi- 
naten des Punktes 'i und für einen beliebigen nicht auf der Geraden 24 
liegenden Punkt, z, B. x = y =^0, erfüllt. Wenn sie nicht für beliebige 
Werte von x und y erfüllt wäre, ao müßte sie also die Verbindungs- 
linie dieser beiden Punkte darstellen. Dann müßte aber auch die 
vierte Gleichung dieselbe Verbindungslinie darstellen. Denn die Summe 
der vier Ausdrücke, die auf der linken Seite der Gleichungen stehen, 
ist für beliebige Werte von x und y Null, und die Ausdrücke 1 und 
3 sind für sich Kuli, folglich müssen die Ausdrücke 2 und 4 für 
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beliebige Werte von x und p eiaaader entgegeagesetzt sein, mithin 
gleich Null gesetzt dieselbe Qerade Tontellen. Xan ist aber die 
vierte Oleicbung für x — Xt, y — y^ erfQllt Damit mfißte aaob die 
zweite Qleichang fQr x =" z^, Jf — J/«, siao fltr drei nicht in einer 
Geraden liegende Paukte den Pimkt 2, den gewählten nicht auf 34 
liegenden Punkt und den Punkt 4 erfOllt sein, d. h. die Gleichung 2 
moB für belieb^ Werte von x und y erfSllt Bein, und dasselbe ^It 
Ton der Gleichung 4. 

Ao8 den Größen X findet man die Größen Y durch die Beziehnn^^ 

und ans X, ¥ ergibt eich die Spannung als die I^ge des Vektors. 
Man kann die Spaimang auch direkt aus X^^ und m^^ finden, gleich 



M^'ß) 



(wo tgCaß) = m„^ gesetzt ist). 



Wenn (aß) den Richtungswinkel der Richtung von a nach ß be- 
zeichnet, so ergibt sich XgJcoa(aß) positiv oder negativ, je c 
es sich um einen Zug oder um einen Druck handelt. 

Sollte einer der Stäbe der ^-Ächse parallel sein, so setzt i 
an Stelle von 

K/>(y - w«,^» - o„^) 

den Ausdruck 

— ¥afi{x — ma0 — Call). 

Die übrigen Überlegungen bleiben ungeänderi 

Es wird gut sein, sich an einem Beispiel zi 
Rechnung ohne Mühe ausgeführt werden kann. 



fiberzeugen, daß die 



Knoten- 
punkte 
X y 
P, 1 1 
P, 2 4 
P, 6 6 
P. 5 2 



äußere Kräfte 



+ By+C 

-x + y 



Stäbe 

y - m^^x — e^^i 
:(y-l)-3 (x-l) 
:(y-l)-'A(r-l) 
, (j,-4)+%(:r-2) 
: (y^4)~0M^~2) 
■■ (y-6)-4 {x-Q) 



Die Gleichgewichtsgleichungen 1, 3, 2 liefern nun, wenn wir die passen- 
den Werte Ton X, y einsetzen, wie oben beschrieben 



-3-11 Z„-0 
+ 3-3,62,, -0 
+ 2I„-UA„-3X„ 



2 + "AI,. - 

-2 + 14X,.-0 
.0. 
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B Fach werk B. 



Damit erhalten wir die Werte 

^, --■/„, X.. --■/„, X,.- •'/„, x„--v„ x„-Y,. 

Beachtet man, daß 

»»»= 3, »»11= V*- %*^-7«. »«is= V.. «»8* -4, 

80 folgt daraus 

r., — %„ ru--'/.,, 5'.. — »/», r..--7„ !..-'/,■ 

Nun kann man mit den gefundenen Werten die Probe machen, indem 
man znaieht, oh in jedem Knotenpunkte die dort angreifenden Kräfte 
im Gleichgewicht stehen: 



Knotenpunkt: 




1 


2 3 4 


Bußere 


äußere 


Kraft; 1 1 21: 


>/„ •/„ Kraft: -1 -1 41: + •/„ + >/„ 


12 ■■ -'In -'/„ ^i- 


"/„ -»/„ 32 : +•/, +•/, 42:-«/,, +»>/„ 


U : -./„ -./„ 23: 


-•/, -■/, 34 :+■/,+*/, 43: -V, - '/. 



















Endlich hat man aus den Komponenten X, Y die Größe der Spannungen 
zn ermitteln und die Entscheidung, ob es sich um eiue Zug- oder 
Druckspannung handelt. Eine Zugspannnng ist vorhaaden, wenn der 
Vektor aß, der vom Knotenpunkt a zum Knotenpunkt ß führt, die- 
selbe Richtung hat wie der Vektor X^^, Y^g, der die am Knoten- 
punkt tt angreifende Spannung darstellt. Eine Druckspannung ist 
d^egen Torhanden, wenn die beiden Richtungen einander entgegen- 
gesetzt sind. In unserem Fall sind die Vektoren 12, 14, 24, 23, 43 
Ton links nach rechts gerichtet, bähen also eine positive «-Komponente. 
Vergleichen wir damit die Vorzeichen von Xjj, X^^, X^^, X^^, X„, ao 
ergibt sich, daß nur X^ positiv ist, also von den entsprechenden fünf 
Vektoren nur X^^ Yg^ von links nach rechts gerichtet ist und damit 
mit der Richtung 24 abereinstimmt. In diesem Stab berrscbt also 
Zugspannung, in den ühr^en Druckspannung. 

FQr die Spannungen ergeben sich die folgenden Werte, wobei die 
Druckspannungen mit dem negativen Vorzeichen bezeichnet sind: 



Stab: 
Spannung: 



12 

l/flÖ 



23 



34 



Wir haben es in dem hier bebandelten Beispiel mit dem einfachen 
Fall zu tun, wo das Fachwerk aus zwei Dreiecken besteht, die sich 
aneinander tagen. Wenn eine Reihe von Dreiecken hinzukommt, die 
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sich immer mit einer Seite au eine Seite gleicher Länge, der schon 
Torhandenen Dreiecke anlegen, Fig. 14, so ist im wesentlichen die 
Ansftlhrnng der Rechnung dieselbe. In den Knotenpunkten können 
irgendwelche äufiere Erälte gegeben sein. Man fängt die ßechnnng 
dann in einem der Enotenpankte an, wo nur zwei Stäbe zusammen- 
stoßen, z. B. 1. Fig. 14, und berechnet 
Xi, und Xij. Dann würde man im Fall 
der Figur zum Knotenpunkt 2 Über- 
gehen. Die ihm entoprechende Gleich- 
gewichtsbedingnng hat dieselbe Form 
wie oben. Sie enthält X,,, X,, und 
Xf^, Yon denen aber X,^ schon ge- 
funden ist Mit dem eben beechriebeneD Yer&hren ermittelt man 
Xj, und Xjj. Die Gleichgewichtsbedingung bei 3 erhält die Form 
Ä^x + Bgy + Ct + XjiCy — »t„a; — c^^) + Xgj(> - m,^x — c^^) 

wo AgX -f- Bfjf -{- Cg die in 3 angreifende äußere Kraft darstellt. Hier 
sind X„ und Xg, schon bekannt. Man setzt für x, y einmal die Ko- 
ordinaten von 5 und einmal die Koordinaten von 4 ein und erhält 
mit jenen Werten einen Ausdruck für Xjj und mit diesen einen Aus- 
druck für Xjg. In gleicher Weise geht man von Knotenpimkt zu 
Knotenpunkt weiter bis zum Punkt 6. Hier kennt man in der Gleich- 
gewichtsbedingung X(^ und X^ und findet einen Ausdruck für X^^, 
indem man für x, y die Koordinaten irgendeines nicht auf 67 liegen- 
den Punktes, z. B. 0, oder x^, y^ einsetzt Jetzt läßt sich in ganz 
analoger Weise zeigen, daß unter der Voraussetzung des Gleichgewichts 
der äußeren Kräfte alle Gleichgewichtsbedingungen erfüllt sind, Denn 
für jeden der Knotenpunkte 1 bis 5 ist die Gleichgewicbtsbedingung 
für die Koordinaten je dreier nicht in einer Geraden liegender Punkte 
erfüllt und damit fttr beliebige Werte von x, y befriedigt. Da nun 
die Summe der sieben Bedingungsgleichungen infolge des Gleich- 
gewichts der äußeren Kräfte, wie oben auseinandej^esetzt wurde, für 
beliebige Werte von x und y verschwindet und die ersten fttnf für 
sich für beliebige Werte von x und y versehwinden, so müssen die 
Ausdrücke auf den linken Seiten der Bedingungsgleichungen 6 und 7 
für beliebige Werte von x und y einander entgegengesetzt sein. Mit- 
hin verschwinden sie für dieselben Werte von x und y. Jetzt weiß 
man daß der Ausdruck 7 verschwindet, wenn die Koordinaten des 
Punktes 7 eingesetzt werden. Also verschwindet dann auch der Aus- 
druck 6; außerdem verschwindet er aber für x^, y^ und für die Ko- 
ordinaten des außerhalb der Geraden 67 angenommenen Punktes, für 
den der Wert Xg^ aus der Gleichung 6 ermittelt wurde. Damit ver- 
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Bchwindet der Ausdruck 6 für beliebige Werte von x und y und 
dasselbe gilt von dem Änsdrnck 7, Die Berechnung kann verwickelter 
werden, wenn die Stabdreieeke sich nicht reihenweise aneinander 
legen. Es möge aocb ein spezieller 
FaJl behandelt werden. Wir haben 
Fig. 15 sechs Kootenpunkte und 
neun Stäbe. Auf den Knoten- 
punkten sollen die äußeren Kräfte 
angreifen, deren Momente in bezug " 
auf einen beliebigen Punkt x, y 
durch die Ausdrücke 
A„x + B^y + C^ {«=1,2, 
dargestellt sind. In jedem der Knotenpunkte ergibt sich eine Grleich- 
gewichtsbedingung von der folgenden Form: 

A^x + B^y + C„ + X„^(i/-»»„^a;-c,^) + X,/y-m„^a;-c„^) 

wo ß, y, S die benachbarten mit a durch Stäbe verbundenen Knoten- 
punkte Bind. Für den Stab 36 würde mau in diesem Falle at&tt 
^^{jj — it^si^ — ^»^ zu setzen haben — Y^{x — m'^^y — c'^^, weil m^^ 
nnendlich ist. Im übrigen macht das für die Rechnung gar keinen 
Unterschied, so daß wir ohne Sehaden diese Änderung in den allge- 
meinen Bezeichnungen unberücksichtigt lassen können. Man wird 
überhaupt gut tun, überall da Y statt X als Unbekannte einzuführen, 
wo m^ß größer als 1, also Y größer als X ist, vom Vorzeichen ab- 
gesehen. Jede der sechs Bedingungsgleichungen ist für die Koordi- 
naten des betreffenden Knotenpunktes ohne weiteres erfüllt. Wir be- 
stimmen nun die X so, daß jede Bedingungsgleichung noch für zwei 
weitere Punkte erfüllt ist, die nicht gleichzeitig auf dem Knotenpunkt 
in einer Geraden liegen; dann ist sie allgemein erfüllt. Das geschieht 
z. B. in folgender Weise. Beim Knotenpunkt 1 anfangend, setzen wir 
f(ir X, y einmal die Koordinaten von 4, einmal die von 2 ein und 
erhalten das erstemal eine lineare Ctleichung zwischen Xj^ imd X^g, 
das zweitemal eine solche zwischen X^^ und X^^, so daß auf diese 
Weise Xj^ und X^^ als lineare .Funktionen von X^g ausgedrückt sind. 
Damit ist die erste Bedingungsgleichung für beliebige Werte von x 
und y erfüllt. Nnn geht man zum Knotenpunkt 2 und drückt durch 
Einsetzen der Koordinaten von 5 und 2 die Größen X^g und Xjj 
als lineare Funktionen von X^^ aus. Damit sind sie anch als lineare 
Funktionen von X,( bestimmt. Jetzt ist auch die zweite Bedingungs- 
gleichung für beliebige Werte von x und y erfällt. Analog findet 
man aus der Gleichung für 3 die Werte von Xgg und Xg, als lineare 
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Fanktionen von X„. Damit sind sie ebenfalls als lineare Funktionen 
von X,^ ausdrückbar. Die GleichgeTrichtsbedin^ng 4 liefert nun, 
wenn man fUr x, y die Koordinaten tod 1 und 3 einsetzt, für X^j 
da« eine Mal eine lineare Funktion von 2^, das andere Mal eine 
lineare Funktion von X^^. Setzt man diese beiden Ausdrücke einander 
gleich, 80 bat man damit eine Gleichung für X,e; denn X^ und X^ 
sind ja als lineare Funktionen von X■^^ ausdrückbar. Damit wird 
also der Wert von X^, und damit die Werte aller der X, die bisher 
als lineare Funktionen Ton X^^ ausgedrückt siDd. Jetzt ist auch die 
Gleichung 4 für beliebige Werte von x, y erfüllt. In die Gleichung 5 
setzt man für x, y die Koordinaten irgendeines nicht auf der Ge- 
raden 56 liegenden Punktes ein und findet X^^. Damit sind alle 
Werte ermittelt Unter der Voraussetzung, daß^ die äußeren Kräfte 
für sich im Gleichgewicht sind, folgt nun in derselben Weise wie 
oben, daß alle sechs Bedingungsgleichungen für beliebige Werte von 
X und y erfüllt sind. Denn da die Summe wieder für beliebige Werte 
von X, y Null ist und durch die Rechnung die Gleichungen 1 bis 4 
allgemein befriedigt sind, so sind die Ausdrücke 5 und 6 für beliebige 
Werte von x und y einander entgegengesetzt und verschwinden folg- 
lich für dieselben Werte von x und y. Nun verschwindet der Aus- 
druck 5 nach der Rechnung für einen außerhalb der Geraden 56 
liegenden Punkt, andererseits verschwindet er für den Punkt 5 und 
weil der Ausdruck 6 für den Punkt 6 verschwindet, so muß dasselbe 
auch für den Ausdruck 5 richtig sein. Folglich verschwindet 5 und 
damit auch 6 für beliebige Werte von x und y. Das folgende Bei- 
spiel soll die Anordnung und den Umfang der Rechnung zeigen. Die 
Divisionen und Multiplikationen sind mit dem- Rechenschieber aus- 
geführt. 

Koordinaten der v w ~rt Komponenten der 

Knotenpunkte Stäbe 



-1,73+0,26 l,21ic+2,24»/+l,51 12: +0,22 +1,97 +8,95 +0,112 
-1,51+2,23 0,23iE-0,69y+l,89 23: +1,51 -1,00 -0,662 
+1,23 34: +1,51 +1,00 +0,662 

+1,51+2,23 45: +0,22-1,97 -8,95 -0,112 

+1,73 +0,26 l,903;+0,43y-3,40 56: -1,73 -0,26 +0,150 
— 3,34a:-l,98t; 61: -1,73 +0,26 -0,150 

Summe 14: +3,24 +1,97 +0,608 

25: +3,24 -1,97 -0,608 
36: -1,23 oo 
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Bedingungsgleicliaiigen: 
1: l,2Ia; + 2^4!(+l,5I + X„((j-!/,) + 0,16(a;-»,)) 

+ Xi.(*-J(i)-0,61(*-*i)) 
~ r„((a!-i,)-0,112(j,-s/,)) - 0. 
Hier werden ffir x, y einmal die Koordinaten Ton 4 und einmal die 
Koordinaten von 2 eingeeetzt. Die Ansdrücke X — X,, y — yi werden 
dadorcli einmal gleich den Komponenten von 14, das andere Mal 
gleich den Komponenten TOU 12 gesetzt. Das gibt: 

8,34 + 2,46 X,,- 3,02 r„-0 Y„- 2,76 + 0,814 Ä„ 

4,68 + 2,00 Z,, + 1,84 X,, - ° "' Z,. - - 2,64 - 1,09 X„ 
S: 0,23» — 0,69y+ 1,89- r„((a!-i,)-0,112(i(-si,)) 

+ X„((s(-j),) + 0,66 («-«,)) 
+ X„((j-j(,) + 0,61 (i-i,))-0. 

Hier sind x^, f/^ and a:„ i/j einzasetzen, so daß {üi x — x^, y — y» die 
Komponenten von 25 und 23 eintreten. Das gibt: 

2,11- 3,46 r„ + 0,168Z„-0 X„ 12,67 + 20,6 r„ 

1,04 - 1,62 r„- 0,079 X„-0 °" Z,, - 13,17- 20,6 r„ 
3: +x„((j,-j,,)-|-0,66(a!-»!:J)- r„(x-x,)) 

+ ^«((y-y.) -0,66(1-«,)) - 0. 
Hier sind x^, y, ond iCj, t/^ einzusetzen, nnd es ergibt sich 

- 1,23 Z„ - 1,23 X„ - X„ X,, 

2,oox„-i,6ir„-o ° " r„ - 1.32 x„ 

4: X„((j(-!/J -0,61(1-«^) + X„((!,-y^ -0,66(«-»^) 

- r„((a:-iJ + 0,112(!,-jJ)-0. 
Hier sind Xg, y^ und x^, y, einzusetzen, und es ergibt sich 

-0,079X„ + l,62y„-0 r„-+ 0,0488 X„ 

+ 0,168 X„ + 3,46 r„ - ° " r„ 0,0486 X„ . 

Nun ist nach dem Vorhergehenden 

^<s - ^11 - 12,67 - 20,6 r„ und T„ - - 2,76 - 0,814 X„ 

und damit 

I„- 69,43 + 16,77 X„, 
andererseits 

X„ 2,54- 1,09 X„. 
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oder 



Die Bedingiingsgleicliung 4 kann mithin nnr erfüllt ( 

1,43 + I6,773[„ 2,65 - 1,102,, 

X. - - 4,03. 



Damit erhält man 
Y„ 0,62, 

y„- + 2,46. 



■ + 1,86, 

■ - 0,09, 



X,.-H 



1,86, 
2,51. 



X„ 1,86, 



zn berechnen. 



Endlich ist X^g aus der Bedingungggleichnng 6 oder I 
Ich ziehe 6 als die einfachere vor: 

- 3,34« - l,98j+ X„(ji + 0,16i) - !'„>: + X^(ii-0,l6x) - 
und setze hier a; = 0, y — 1. Da« gibt 

- 1,98 + Xj, + X„ - und damit X„ - + 2,05. 
Durch Multiplikation mit jMo^ resp. m'a^ ergeben sich nun die Werte Y 
aus den X oder umgekehrt. 
X„--0,06, r„~ 2,13, Y„ — 1-1,23, r„--l,23, X„-0, 

X„--l-0,01, Y„ 1,52, r„ --1-0,31, r„-4-0,60. 

Jetzt wird die Probe gemacht, ob diese Spannungen X, Y mit den 
äußeren Kräften in allen sechs Knotenpunkten im Gleichgewicht stehen. 





(1) 




(2) 




(3) 


äußere Kraft 


2,24 - 1,21 




-0,69 -0,23 




— — 


12 


-0,06 -0,52 


21 


0,06 -1-0,62 


,32 


-H,86 - 1,23 


16 


-4,03 -1-0,60 


23 


-1,86 -1-1,23 


34 


- 1,86 - 1,23 


14 


+ 1,85 1,13 


25 


2,51 -1,52 


36 


-f2,46 




0,0:i 0,00 




0,02 0,00 




0,00 0,00 




W 




(6) 




(6) 


äußere Kraft 


— — 




0,43 -1,90 




- 1,98 -1- 3,34 


41 


-1,86 -1,13 


54 


-0,01 +0,09 


61 


-1-4,03 -0,60 


43 


+ 1,86 + 1,23 


62 


-2,51 -1-1,52 


63 


0,00 -2,46 


45 


-1-0,01 -0,09 


66 


-1-2,05 -1-0,31 


66 


-2,06 -0,31 




-1-0,02 -1-0,01 




-0,04 -1-0,02 




0,00 -0,03 



Die Probe zeigt, daß bis auf etwa eine Einheit der zweiten Dezimale 
die Spannungskomponeaten richtig ermittelt sind. In der folgenden 
Tafel sind die Stäbe und Spannungen mit ihren Komponenten noch 
einmal zusammengestellt und mit Hilfe der oben auseinandergesetzten 
Formel (« + & tg ^ reap. 6 + a tg — —\ die Spannungen selbst be- 
rechnet. 



oyGoot^Ie 



§ 11. Die Berechnniig dei Spumungeu in den Stäben eines Fachwwks. 45 

KompocLenten Komponenten 

der Stäbe «i„^ m'a^ der Spannungen Spannungen 

12: +0,22 +1,97 +0,112 -0,06 -0^2 -0,52 

23: +1,51 -1,00 -0,662 -1,86 +1,23 -2,23 

34: +1^1 +1,00 +0,662 -1,86 -1,23 -2,23 

45: +0,22 -1,97 -0,112 +0,01 -0,09 +0,09 

56: -1,73 -0,26 +0,150 +2,05+0,31 -2,07 

1 
61: -1,73 +0,26 -0,150 +4,03-0,60 -4,07 

14: +3,24 +1,97 +0,608 +1,85 +1,13 +2,17 

25: +3,24 -1,97 -0,608 +2,51 -1,52 +2,94 

36: 0,00 -1,23 0,00 0,00 +2,46 -2,46 

Bei den Spannungen dentet das positive Vorzeichen Zug, das negative 
Druck an. Eä bestimmt sich als positiv, venu die Komponenten der 
Spannung dieselben Vorzeichen haben wie die des Stabes, als negativ, 
wenn sie die entgegengesetzten Vorzeichen haben. 

Man sieht leicht ein, wie in noch verwickeiteren Fällen die 
Rechnung auszuführen ist. In dem eben betrachteten Falle genügte 
es, die eine Größe X^, als bekannt anzunehmen und durch sie die 
folgenden Größen auszudrücken, bis sich eine Relation für Xj, eiigab. 
Es kann nun vorkommen, das es nicht genügt nur eine der Unbe- 
kannten vorläufig als bekannt vorauszusetzen und durch sie die 
folgenden mit Hilfe der Gleiehgewichtsbedingungen auszudrücken. Man 
kann an einen Knotenpunkt kommen, in dem mehr als drei Stäbe 
zusammenstoßen, so daß es nicht mehr genügt eine der Spannungen 
zu kennen, um die Übrigen auszudrücken. In diesem Falle muß man 
noch eine der Unbekannten vorlanäg als bekannt voraussetzen und 
die. Übrigen als lineare Funktionen von zweien oder von mehr als 
zweien ausdrücken, und damit von einem Knotenpunkt zum anderen 
rechnen, bis sich für die als bekannt angenommenen Unbekannten 
Relationen ergeben. 

Wir haben oben gesehen, daß wir die Bedingungsgleiohungen des 
Gleichgewichts für beliebige Werte von x und y befriedigen konnten, 
wenn wir bei jedem Knotenpunkt bis auf den vorletzten und letzten 
zwei Wertepaare für a;, y in die Bedingungsgleichung einsetzten. Bei 
der vorletzten brauchten wir dann nur ein Wertepaar für x, y ein- 
zusetzen. Wenn die Unbekannten X so bestimmt waren, so waren da^ 
durch die Gleiehgewichtsbedingungen sämtlich erfüllt, vorausgesetzt, 
daß die äußeren Kräfte für sich im Gleichgewicht waren. Das Ein- 
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setzen emes Wertepaaree x, y liefert eine Gleichting. Haben wir « 
Knotenpunkte, bo erhalten wir demnach von » — 2 Knotenpunkten je 
zwei Gleichungen, und von den beiden letzten Knotenpunkten zusam- 
men nur noch eine, d. h. im ganzen 
2« -3. 

Im allgemeinen mÜBsen wir daher auch mindestens ebenso viele 
Unbekannte haben, um die Gleichungen zu befriedigen, d. h. die Zahl 
der Stäbe darf im allgemeiaen nicht kleiner sein als 2» — 3. Ist sie 
gröBer, so haben wir mehr Unbekannte, als wir zur Befriedigung der 
Gleichungen nötig haben. Wir können dann die Überschassigen belieb^ 
annehmen. Das Fachwerk ist „etatiech unbestimmt" und die Spannungen 
lassen sich ohne weitere Annahmen über die Elastizität der Stäbe nicht 
ermitteln. Ist die Zahl der Stäbe geringer als 2n — 3, so kann man 
die Gleichgewichtsbedingungen im allgemeinen nicht befriedigen. Es 
müsBen schon die äußeren Kräfte gewisse Einschränkui^en erfahren, 
wenn es möglich sein soll, mit weniger als 2n — 3 Stäben alle Gleich- ' 
gewichtsbedingungen zu erfüllen. Solche Ausnahmsfälle kann man 
sich so denken, daß bei 2n — 3 Stäben die süßeren Kräfte gerade so 
angenommen sind, daß die Spannung in einem der Stäbe Null wird. 
Läßt man diesen Stab dann fort, so bleibt das Gleicl^ewicht auch 
hei der geringeren Anzahl von Stäben bestehen; aber bei einer be- 
liebigen Änderung der äußeren Kräfte würde es nicht mehr aufrecht 
erhalten werden können. Das Fachwerk würde beweglich sein. 

Das „statisch bestimmte" ebene Fachwerk, das beliebigen unter 
sieh im Gleichgewicht befindlichen äußeren Kräften das Gleichgewicht 
hält, bat bei »-Knotenpunkten gerade 3n — 3 Stäbe. Es ist damit 
aber nicht ges^, daß jedes beliebige aus 2» — 3 Stäben mit »-Knoten- 
punkten gebildete Fachwerk beliebigen unter sich im Gleichgewicht 
befindlichen äußeren Kräften das Gleichgewicht halten bann. Es 
können Äusnahmsfälle eintreten, wo man selbst bei richtiger Zahl der 
Stäbe die Unbekannten X, Y nicht so bestimmen kann, daß die 
Gleichgewicbtsbedingungen sämtlich erfüllt sind. Das zeigt sich dann 
bei der Ausführung der Rechnung. In dem oben betrachteten Falle 
eines Fachwerks mit 6 Knotenpunkten und 9 Stäben hätte es bei 
geeigneter Annahme der 6 Knotenpunkte eintreten können, daß die 
Größe Xjj, für die aus den Gleichgewicbtsbedingungen bei 1, 2, 3, 4 
eine Relation gefolgert wurde, sich aus dieser Kelation ganz heraus- 
hob. Wir erhielten für X^f, auf zwei Terschiedenen Wegen je eine 
lineare Funktion von X,g. Diese wurden einander gleichgesetzt 

und daraus 2,j ermittelt. Nun könnte sich & = &' aber o > a' er- 
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geben. Dann fällt X^f herans und die Gleichung etitKält einen Wider- 
spruch. Nur in dem besonderen Falle a ^ a, d. h. für besondere 
Lagen und 6rÖßen der äußeren Kräfte würde Gleichgewicht möglich 
sein und hier würde dann X„ ganz beliebig angenommen werden 
können. Wenn z. B. alle äußeren Kräfte Null wären, dann würden 
in den Gleichgewiohtsbedingni^^en alle von X oder Y unabhängigen 
Glieder verechwinden und es wäre a — a' ^ 0. Dann wären also ohne 
äußere Kräfte von Null verschiedene Spannungen in den Stäben mög- 
lich, die sich das Gleichgewicht hielten. Die nähere TJntersucbaog 
dieser Ausnahmsfälle ist eine Aufgabe der Statik,, auf die wir hier 
nicht weiter eingehen wollen. 

§ 12. Die Schnittpunkte eines Kreises mit einer Geraden. 

Bei den bisherigen Konstruktionen handelt es sich nur um ge- 
rade Verbindungslinien von Punkten und um Schnittpunkte von Geraden. 
Wir nehmen nun noch hinzu, daß um gegebene oder konstruierte 
Funkte mit bekannten Kadien Kreise geschlagen werden solleu, deren 
Schnittpunkte mit Geraden oder untereinander zu berechnen sind. 

Es sei um einen Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten x^, y^ 
ein Kreis mit dem Radius r beschrieben. Die Punkte P{x,y) der 
Peripherie dieses Kreises können wir in der Form ausdrücken 

X = X„-\- r IMBW 

m 1 ■ 

wo r den g^ebenen Wert hat, <p dagegen eine Veränderliche vor- 
stellt, die die Werte bis 2a zu durchlaufen hat, damit der Punkt 
P den Kreis einmal beschreibt. Die Gleichungen haben dieselbe 
Form, wie für den Fall, daß man die Punkte einer Geraden darstellen 
will, nur daß dann <p unveränderlich und r veränderlich angenommen 
werden muß. Eliminiert man die Veränderliche <p, indem man be- 
achtet, daß aos*<p -}- sin^tp = 1 ist, so erhalt man die Gleichung des 
Kreises in der Form: 

(2) (=t-0'+(y-!'.)'-'-'-o- 

Es seien die Schnittpunkte des Kreises mit der Verbindungslinie 
zweier gegebene Punkte a;^, y^ und x^, y, zu berechnen. Zu dem Ende 
kann man auf verschiedene Weise verfahren. Man könnte z. B. die 
Gleichung der Geraden auf die Form bringen 

(3) j,_m«+» 

und nun aus den beiden Gleichungen (2) und (3) die beiden Unbe- 
kannten ermitteln. Setzt man in (2) den Ausdruck für y aus (3) ein. 
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II. EoDBtinktionen mit Oeiaden und Kreisen. 



80 er^bt Bicli fßr x eine Gleichung 2. Gtrades und zu jeder der beiden 
möglichen Lösungen dieser Qleichung findet man aus (3) den zuge- 
hörigen Wert von y. Bei dieser Art, die Kechnung auezuföhren, 
wird es sich empfehlen, zunächst den Anfangspunkt des Koordinaten- 
systems in den Mittelpunkt des Kreises zu verlegen. Werden die 
neuen Koordinaten eines Punktes mit i, t) bezeichnet, so ist 
^ = X-X„, 'q=y — y^. 

Die neuen Koordinaten der Punkte JJ^j/,, x^y^ mögen mit l^ijj, S^ij, 
bezeichnet werden. 

Die Qleichungen des Kreises und der Geraden werden dann: 

jj — m| + c^, 

wo t« — ^5^^'- — ^ — 5i ^ g =,- j^t gy gets^Q igt. Man setzt nun 

«, — a^ 6, — 6i 
den Ausdruck für i} aus der zweiten Gleichung in die erste ein und 
«rhält für I die Gleichung zweiten Grades: 

(l-f-m»)S»-l-2»»c„6-»-»-c„S 



(l-hm^(|-Kj^.)' = 



Es wird sich hier empfehlen, den Riohtungswiakel tp der Geraden 
«tnzufOhren und zu setzen 



-tgqo, 1+»; 



1-1-, 



-, =• einip co3<p. 



Dann nimmt die Gleichung die Form an 

— --j-(£ + sin9>C089JC^*= r*— c^^cos'y, 

und mau kann die geometrische Be- 
deutung der verschiedenen Glieder 
übersehen. Da c„ die Ordinate 
des Schnittpunktes der Geraden 
mit der ij- Achse ist, so stellt 
c^^coa'ip = ML' das Quadrat des 
Lotes vom Kreismittelpnukt auf 
die Grade dar und damit wird 

r»- cJcosV = iS,s„ LS^i 
gleich dem Quadrat der halben 
Sehne S^Sj. Nun sieht man sofort 
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^'^'^t 

daß — sin qo cos ip c„ gleich der Abszisse ^ des Punktes L ist, so daß 
die GleiclLimg sioli schreiben lÄßtj 

({-tj'- ^T''" ' 

und die beiden Wuraehi werden 

E, = — sin^jcosTJC^ 

Geht die Gerade am Kreise vorbei, so zeigt sich das daran, daß 
r^ — c^'cos*?! negativ ist 

Eine andere Methode besteht darin, daß man den Kreis wie eben 
durch die Gleichung 

|.+ ,._,i_0 

ausdrückt, aber die Koordinaten der geraden Linie in der Form 

«-«. + «(1.-1,), l-li + xhi-tlO 
darstellt. Dabei bezeichnet u das Verhältnis der beiden gleich oder 
en^egengesetzt gerichteten Vektoren 1» — fi , ij» — »Ji und | — |,, 
ij — r}i, positiv gerechnet für gleiche Richtung, negativ fUr entg^en- 



Die Ausdrücke fßr 6 und tj werden in die Gleichung des Kreises 
eingeführt, und auf diese Weise wird eine Gleichung zweiten Grades 
für « gewonnen 

wo 

«.-D'+Cit-i.)'-?, t- W.-6.i + i.(..,-%) ^ .'-S,' + %' 

gesetzt ist. 

Sind «1 und % die beiden Wurzeln der Gleichung, so geben die 
beiden Ansdrücke 

wenn man für u die Werte u,, Ug einsetzt, die Koordinaten der Schnitt- 
punkte. Auch hier haben die Glieder der Gleichaog zweiten Grades 
für u einfache Bedeutungen. 

Führt man die Richtungswinkel qoj und ip^ der beiden Vektoren 
3f i*i und P,Pg mit den Komponenten |j , tj, und gj — |, , jJj — »j, ein, 
so ist ^^ = acoBg9j, i;,— asin^),; 5s"- li"" ^cosqDj, ij, — ij^ — i siny,, 
und daher: li(l, — li) + i/,(% — 1,) — aicos(y,— ^ij. 

Wenn man den Winkel, den die beiden Vektoren miteinander 
bilden, k nennt, so ist demnach 

bl = a,(g,- i,) + »!,(ij,-i/0 = l-a- coai, 
oder 

b — «cosJ.. 
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Die Gleichung für u wird nun 

(lu + hy+a'-P-r^^O, 
oder 

nnd damit 

a' sia^l iat ' das Quadrat des AbstandeB des Puuktea M von der 
Geraden, und damit ist }/r*— o*Bin*i = -'^ , wemi S^ und 5, wie oben 
die Schnittpunkte der Geraden mit dem Kreis bezeichnen. Die GröBe 
Zu ist die Entfernung eines Punktes P(|, rf) der Geraden TOn dem 
Punkte P,(li, ij,), positiv nach der Seite von IjT^j gemessen, und — b 
ist der Abstand P^L bis zur Mitte L der Sehne S,S, mit derselben 
Vorzeichenmaßgabe. Die beiden Werte von lu, die sich aus der Auf- 
lösung der Gleichung ergeben, setzen sich demnach zusammen aas 

Es ist nicht nötig, den Wert von o*ainU durch Vermittlung des 
Winkels X zu berechnen. Man findet den Wert auch durch das 
äußere Produkt der beiden Vektoren JfP,, Pii*, 

I, (t), — %) — %(|j ~^^ — a-l ain(qp, — qoi) — o - Z sinA . 

i = ^jj -— q[>i ist dabei die Drehung von der Bichtung MP^ in die 
Eichtung P^Pf mit dem Vorzeichen, das dem Drehnngssinn entspricht. 
Den Ausdruck r* — o* sin'X zerlegt mau zweokmasig in die beiden 
Faktoren (r — asinJ.)(r + osini). 

Es wird sich empfehlen, an einem Beispiel die Bicchnung für 
beide Methoden durchzufahren, um die Anordnung und den Umfang 
zu vei^leichen. 

Kreis: a:„- 2,37, • y„=-l,24, »- = 5,83 

Gerade: a^ 4,22, j^— 1,51 

13= + 3,22, J/a=+U7 



li=-6.59, i3,= -0,27, jj,— 0,27 

|j= + 0,85, ijg= + 2,41, m|,= -2,37 



I.Methode: ^,-|,= + 7,44,%-i?,= + 2,68, m= 0,360, c„= + 2,10 
9=19,7« 
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c„COB9) = + l,98 



r — c„cos95— 3,85 
r-\-c„(xiBffi~ 7,81 



yr*— c„*coB*g)= 5,50, coB9)yr*—c„* 008*9)= 5tl7 
— c„ cos 93 sin 93 0,66 



i^ 6,83,)» 5, 2,10 

{L + 4,51,m|_- + l,e2 
»»-+2,10 



Vektor AP,:- 6,59, - 
Vektor P,P,: + 7,44, - 



^, 0,00 

,^- + 3,72. 



Inneres Produkt cicosA 49,0 —0,72 49,7 

änBeres Produkt oZsini 17,65+2,01 16,6< 



7,44, acosA 6,29, asinjl — 

tg9i/2-0,46, r- 


-1,98 
5,83 


i-7,90, r + osinA= 
r — asini — 


3,85 
7,81 


yr'-a'sm'l- 6,50 





i«,- + 0,79, «,(1,- 1,) - 0,74, !.,(,,- ,,) - 0,27 
!o,- 11,79, »,(5,-{,)- 11,10, »,(.,,-,,) -3,99 

l„ 6,59 + 0,74 5,85, ?_- — 6,59 + 11,10 — 1-4,51 

1),, 0,27 + 0,27- 0,00, 5„ 0,27+ 3,99- + 3,72. . 

Die erste Methode ist wohl ein wenig kürzer. In dem Falle, 
wo m größer als 1 wird, tat man gnt, die Rollen ron % und )] zn 
vertauschen und die Gleichung der Greraden in der Form 

I -»>', + c- 

zu hilden. Die Oleichung zweiten Grades liefert dann die beiden 
Werte von ij. Die zweite Methode hat den Vorzug, daS die Bechnungs- 
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grö&en abgesehen von den zuletzt ermittelten Koordinaten selbst un- 
abhängig vom Soordinateneyetem sind. 

Eine dritte Methode benutzt die Ausdrücke fOr die Koordinaten 



|-rco99 
^ ' ij — r siny 

und setzt sie in die Qleichung der Geraden 

7j — ml + c oder £ = m'i? + c 

ein. Das liefert eine Gleichung für den ßichtungBwinkel 91 des Radios, 
der in den Schnittpunkten endigt 

r ein 9) — mr cos ^ -\- c. 
Wird m ^ tgo: gesetzt, so ergibt sich durch Multiplikation mit cosa 

raia{ip — a) = ccosa 
oder 

sin(y — «) — — — - ■ 

Daraus ergeben sich zwei mögliche Wette für qp — a und damit 
zwei mögliche Werte für <p, voransgesetzt, daß ■ ■ ■■ absolut genommen 

kleiner als 1 ist. Für gleich + 1 oder — 1 fallen die beiden 

Werte zusammen. Die Gerade ist dann eine Tangeute. Wenn 

absolut genommen größer als 1 ist, so gebt die Gerade an dem Kreise 
vorbei. Die gefundenen Werte von (p werden in die Ausdrücke (1) 
eingesetzt und damit die Werte von ^ und ij ermittelt. Ist m > 1, 
so ist wieder die Form | = m'jj + c' vorzuziehen. Sie führt auf die 
Gleichung 

rcosfp = tga'rBinqi + c' 
oder 

- , ,, ticoaa 
coa(ip + a) = — — - 

Die Symmetrie dieser und der ersten Anordnung tritt besser 
hervor, wenn man statt <p das Komplement il> = xß — tp ein^hrt, 
das hei Vertauschnng von | und i; die KoUe von 91 spielt. Durch 
^ ausgedrückt haben wir 

ij = r cosii' , sin{^ — a) »» . 

I = reini/i 

Das oben nach den anderen beiden Methoden berechnete Beispiel 
ist so auszuführen: 
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1, 6,69, 


,, 0,27, ,, 0,27 




fe- + 0,85. 


,,- + 2,41, mi, 2,37 




I.-S.- lü, 


ijs— iji= 2,68, m= 0,360, c= + 2,10, 
o-19,9« 


i-_6,88 



( 19,9« ( 39,8» 

1^=^4,48, 1^ 5,83 

^^_3,73, ij^- 

Probe: 3,73 

4.48 »» = 1,62, 5,83 ■ »1-2,10 



Die Probe besteht darin, zu kontrollieren, ob die gefimdenen 
£reiBpiuikte $„ 9j, den ermittelten Wert i;,— »»|,= c för c ei^ben. 
Die dritte Methode iat den ersten beiden aberlegen. 

§ 13. Die Schnittpunkte von Kreisen. 

Es seien die Mittelpunkte nnd Badien zweier Kreise gegeben. 
Es sollen ihre Schnittpankte gefanden werden. Es möge der Anfangs- 
punkt des Koordinatensystems in den Mittelpunkt des einen Kreises 
gelegt werden. Wenn zunächst ein anderer Anfangspunkt angenommen 
ist^ so müssen die Koordinaten des Mittelpunkts von denen der anderen 
Punkte algebraisch abgezogen werden. Wir denken uns diese Arbeit 
schon ansgefflhrt. 

Die Gleichungen der beiden Kreise sind dann: 
I* + ij» - r,' 

Dabei sind r^ nnd r^ die beiden Radien und a, h sind die Kompo- 
nenten des Vektors der von dem Mittelpunkt des ersten Kreises zum 
Mittelpunkt des zweiten Kreises fahrt. Die Aufgabe ist, die Werte- 
paare £, i; zu finden,' die gleichzeitig beiden Gleichungen genügen. 
Zieht man die beiden Gleichungen links und rechts Toneinander ab, 
so ergibt sich die Gleichung 

2o| + 26i? -P = r^ä - r,» 

wo l* för »* + 6*, d. L das Quadrat der Zentralen M^ M^ geschrieben 
ist. Diese Gleichung ist linear in | nnd ij und stellt daher, wenn 
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Sctinittpankte der beiden Kreise rorhanden SLQd, die gerade Ver- 

bindangslinie der beiden Scbnittpunkte dar. Die Aufgabe ist dadorch 

auf die vorige zorfickgeführt, die Schnittpunkte eines Kreises mit 

einer Geraden zu berechoeD. Nach der dritten Methode würden -wir 

z. B. zu setzen haben: 

o r' — r' + I' 

tga---^-, C~ '— jV 

sin (ip — tt) — 

Daraas 91 und qoj 

ii — r, cos tpi, £j — »"i cos qpj 
*!i = »-, siny,, ijj=-r, siny,. 

Wenn b klein gegen a ist, würde man | und ij ihre Rollen ver- 
tauschen lassen, wie oben auseinandergesetzt worden ist. Die Probe 
würde darin zn bestehen haben, daß die beiden Vektoren 

Si — o, ^1 — 6 nnd S» — o, 13,-6, 

die vom Mittelpunkt des zweiten Kreises zu den Schnittpunkten 

föhren, die Länge r, haben. 

Bei logarithmisch trigonometrischer Rechuung ist der Ausdruck 

fj* — »■»*+ P nicht bequem. Man würde die Bechnung vorziehen, die 

angewendet wird, wenn drei Seiten eines Dreiecks gegeben sind und 
ein Winkel berechnet werden soll. In der 
Tat sind ri,r^,l die Seiten des Dreiecks 
M^SMi, das die Mittelpunkte der beiden 
Kreise mit einem Schnittpunkt bilden, 
nnd es ist 




^i' - V + 1"- ^rj cos ^ SM^M^. 
Bei Anwendung von Quadrattafeln oder 
der Rechenmaschine oder des Rechen- 
schiebers ist der Ausdruck dE^egen ohne 
Fig. II. weiteres auszuführen. 

Wenn die beiden Kreise sich nicht 
schneiden, so ist die Gerade, die man durch Subtraktion der beiden 
Kreisgleichungen erhält, der geometrische Ort derjenigen Punkte, für die 

V + V'- n' = (S - «)' + (V- i>'f - '■^^ 
d. h, wofür die „Potenz" des Punktes in bezug auf den einen Kreis 
gleich der in bezng auf den anderen ist. Die Potenz war aber fär 
außerhalb des Kreises gelegene Punkte gleich dem Quadrat der 
Tangenten^nge von dem betreffenden Punkte bis zum Berührunga- 
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puakt der Tangente. Der geometrisclie Ott gleicher Tangentenlängen 
heißt die Chordale der beiden Ejreise. Ihre Gleichung ist mithin: . 

Sie steht auf der Zentrale MfM^ senkrecht. Der Ausdruck a| -|- &i] 
ist das innere Produkt der beiden Vektoren itfii*(|,ij) und Jlfi3fj(a,6), 
d, i. gleich M^Mf mal der Projektion von M^P auf M^M^. Die 
Oleichnng der Chordale besagt also, daß diese Projektion fKr alle 
Punkte F der Chordale konstant und gleich 

«■.'->■ . ■ + '' 

iBt. Mit anderen Worten: Der Punkt, wo die Chordale die. Zentrale 
MfMi senkrecht durchschneidet, hat von M^ die Entfernung 

21 
Die Grleichuag der Chordale kann in der Form geschrieben werden 

p,(i,^)-p,(i,ii)-o, 

wenn P^ den Ausdruck |* + ij* — *"i* und P, den Ausdruck 

«-»)' + (.i-s)'-V 

bezeichnet. Pj und Pj sind die „Potenzen" des Punktes |, i; in bezug 
auf die beiden Kreise. Ist noch ein dritter Kreis gegeben Pg(|, t}) = 0, 
so sind die drei Chordalen durch die drei Gleichungen dargestellt: 

P,(|,,)^P,(6,,)-0 

-P.(£,i)--P.(S,i)-o 

^.(E,l)-I',({,l)-0. 
Man sieht sogleich aus der Form der Gleichungen, daß die drei 
Chordalen durch einen Punkt gehen. Denn wenn man die linken 
Seiten der drei in | und ij linearen Gleichungen addiert, so ver- 
schwindet die Summe für beliebige Werte von | und tj. Das ist, 
wie wir oben sahen, das Merkmal dafür, daß die drei Geraden sich 
in einem Punkte schneiden oder einander parallel sind (sich in dem- 
selben unendliehfemen Funkte schneiden). Für den Schnittpunkt, 
wenn er im Endlichen liegt, ist 

P,{i,i)-P,{l,i)-i>>(i,i)- 

Es seien a und ß zwei Konstanten, deren Summe gl^ch Eins ist, 

so stellt 
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einen Aasdrack dar toh dereelben Form wie JPt(6,ij) und Pj(|, 17). 
Denn es ist: 

- (I - ßa)' + (v-ßby - ar* - ß>P + ßP - ßr,'. 
Gleich Null gesetzt stellt das einen Ereis dar, dessen Mittelpunkt die 
Koordinaten 

ßa, ßh 

liat, und dessen Radius q durch die Gleichung 

oder 

gegeben ist. Nur ist dabei vorausgesetzt, da£ sich fQr (>' ein positiver 
Wert ergibt. Wenn sich ein negativer Wert auf der rechten Seite 
der letzten Gleichnng ergibt, so bedeutet das für den Ausdruck 
aP, + ß^tt ^^ ^^ ^^^ positive Werte annehmen kann, was man 
auch fQr Werte von |, ij einsetzen möge, daß er bIso gleich Null 
gesetzt eine Gleichung liefert, die überhaupt nicht für reelle Werte 
von g und r) befriedigt werden kann. Wenn also die Gleichung 

aP, + ^P, = 
be&iedigt werden kann, eo muß sie die Form 

(|-^a)' + (,-^6)'-(,'-0 

haben und stellt denmach einen Ereis dar. 
Der Ausdruck 

T-aP^ + ßP^ 

ist die Potenz eines beliebigen Punktes in bezug auf diesen Kreis. 
In den Punkten der Chordale der beiden Kreise P, — und Pj = 
ist P^ — Pj und, da a + ß=— X ist, auch 
P^P^=,P^. 

Mithin fäUt die Chordale der Kreise P = und P, — oder P — 
und Pj =. mit der Chordale P, ~ Pj == der beiden Kreise P, = 
und P, = zusammen. Umgekehrt ist die Gleichung aller Kreis^ 
die mit dem Kreise Pj = oder Pj = diese Ghordale besitzen, 
durch die Form 

P=aPi+^P, = (« + ^ = 1) 
auedrückbar. Denn weim die Cbordale 
P - Pi = 



mit der Chordalen 



P,- P, - 
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zusammen^lUt, so kSnoen eich die beiden Ausdrücke P^ Pj and 
Pg — Fl nnr durcli einen konstanten Faktor untersclieiden. Denn 
jeder von ihnen maß dorch einen konstanten Faktor anf die Form 
y — mx — c oder x — m'y — c' mit denselben Werten von m, c oder 
m', c gebracht «erden können, die ja mit der Geraden gegeben sind. 
Wir können daher setzen 

p-p,-«p,-p,), 

wo ß ein konstanter Faktor iet, oder anders gmchrieben 

p-(i-«p. + ^p,. 

Wir nennen die Gesamtheit aller darcb die Gleichung 

«P, + /JP, - 

für alle Werte von a and ß (a -^ ß — \) dargestellten Kreise ein 
£reisbüschel. Wenn sich die Kreise P, — and P, — schneiden, 
so haben aUe Kreise des Büschels dieselben Punkte gemein; denn 
■ för Pi — P, =- ist aach aP^ + ßP^ — 0. Wenn df^fegen die Kreise 
P^ _ and Pj ^ sich nicht schneiden,, so können keine zwei Kreise 
des Büschels sich schneiden. Denn ist 

P-(1-^)P,+ JSP, 

P'-(l-^')Pi + ß'P„ 
so folgt 

ß'p-ßp'^{ß'-ß)p^, (l-ß-)p-(^l-ß)p-^(ß-ß')p^. 

Es würde daher aus dem gleichzeitigen Verschwinden von P und P' 
aach das Verschwinden von P^ and Pj folgen, was gegen die Voraas- 
setzung ist. 

um einen Punkt t„,t}„ soll ein Kreis beschrieben werden, der 
einen anderen Kreis P — rechtwinklig schneidet, wie ist der Radius 
anzonehmen? Soll die Aufgabe eine Lösung haben, so muß der 
Punkt S„, »i„ außerhalb des Kreises liegen, d. h. es muß P(Ib„»)„) 
positiv sein. Dann stellt P(|„, ^„) das Quadrat der Tangenten^nge 
von ^, i;„ zum Berührungspunkt dar und diese muß gleich dem 
Quadrat des Radius gesetzt werden. Umgekehrt wenn das Quadrat 
des Radius gleich P(5„, rj^ ist, so schneiden sich die beiden Kreise 
rechtwinklig. Wenn derselbe Kreis zwei, Kreise P — und P' =■ 
rechtwinklig schneidet, so muß mithin P(£„, iJ™) = P'(lni> *?»!) sein, 
d. h. der Mittelpunkt des ersten Kreises muß auf der GJiordale der 
anderen beiden Kreise liegen. Dann wird aber auch jeder andere Kreis 
des Büschels 

(i-/S)P({,,) + i)P-(5,,')-o 
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rechtwinklig geschnitten. Denn da P(|„, i}^ — -P'dmf vj) — »^ ist 
(nnter r den Radius des Kreises veratanden, der die beiden Kreise 
P — nnd P' =- rechtwinklig schneidet), so wird auch 

(l-ß)P(i.riJ + ßP'(.LlJ-r; 
was, wie wir oben sahen, die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafSr ist, daß der Kreis 

il-li)Pli,n) + ßP'{i,i)-o 

rechtwinklig geschnitten wird. 



§ 14. Das RQckwärtseJnschneiden. 

Es seien A und B zwei gegebene Punkte. Der geometrische 
Ort aller derjenigen Punkte P, für die der Winkel -^APS einen 
Toi^schriebenea Wert tp hat, besteht aus zwei Kreisbögen, die auf 
AB als Sehne nach beiden Seiten geschlagen werden können und 
den Winkel 9 als Peripheriewinkel haben (Fig. 18). Will man die 
beiden Kreisbögen unterscheiden, so muß man beachten, ob von P 
aus gesehen, B rechts oder links von A liegt. Oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, man fShrt statt des Winkeb <p eine Drehung a ein, 
welche die Drehung von der Richtung des Vektors PA in die Rich- 
tung des Vektors PB angibt. Wenn Über den positiv zu reebnenden 
Drebungssinn eine Verabredung getroffen ist, so ist durch das Voi^ 
zeichen von a einer der beiden Kreis- 
bögen bestimmt. Für den anderen würde 
— «die entsprechende Drehung sein. 
Liegt P anf dem gegenüberli^enden 
Teil jedes Kreises, so ist der Winkel 
-^ APB gleich 180 — tp, die Drehung 
von der Richtung PA in die Rich- 
tung PB würde aber außerdem das 
entgegengesetzte Zeichen haben müssen, 
als auf dem erstgenannten TeÜ des 
Kreises. Denn wenn B von der einen 
Seite gesehen rechts von A liegt, so 
liegt es von der anderen Seite ge- 
sehen links von A. Für den einen 
Kreis wird daher die Drehung von PA in die Richtung PB gleich 
« oder a ± 180", je nachdem P auf der einen oder anderen Seite 
Ton AB liegt Für den anderen Kreis dagegen ist die Drehtmg — a 
oder — K± 180*, Ob -|- 180° oder — 180" gesetzt wird, kommt auf 
dasselbe hinaus. Denn von — 180" zu -f- 18^ ist eine ganze Drehung 
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am 360**, durcli die eioe Richtung niclit geändert wird. Da tga und 
tg(a±: 180") denselben Wert haben, tg(— a) aber gleich — tg{a) ist, 
80 kann man den ganzen Kreis auch durch den Wert von' t^(a) 
eindeutig bestimmen. Das ergibt sich such direkt, wenn wir die 
Aufgabe betrachten, die Gleichung des Kreises aus tga und den 
Koordinaten von Ä und B zu finden. 

Seien x^, y^ und x^, y^ die Koordinaten von A und 5 und x, y 
die Koordinaten von P. 

Die Komponenten der Vektoren i*-i und FB sind: 

PA: x„ — x, y„ — y 

PB: x,~x, y,-y. 

Ist K die Drehung aus der Richtung PA in die Richtung PB (positiv 
in dem Sinne von der poEiitiven «-Achse zur positiven y- Achse), so ist 
das äußere Produkt 



PAxPB=(x^~x)(if,-y)-(x,-x)(i^^-y) = P2- PBama, 

das innere Produkt 

PA.PB- (x,-x) {x,^x) -h (y„-y) (y,-y) = P2-PB-coBa. 

Daraus folgt durch Division 

(1 ^ (a;,-«) (x ,-x) + K-y) (y,-y ) , , 

t^^ (.^a-x) (j,,-y) - (_x,~x) (j,„-j,) - ■=*« W- 

Ist die Drehung von PA in die Richtung PB gleich a ± 180", so 
ergibt sich dieselbe Gleichung, weil ctg(a±180) =- ctg« ist. Die 
Gleichung stellt den gesuchten Kreis dar. Zur Vereinfachung wollen wir 
uns denken, daB der Pnnkt A zum Anfangspunkt des Koordinaten- 
systems gemacht worden sei, so daß x^=y^=0 wird. Die Gleichung 
läßt sich dann in die Form bringen 

(2) x'+y^-Ux — Vy = 0, 

wo (7= + x^—y^ ctg a 

V= + y,+ x,ctga. 

Das ist die Gleichung des gesuchten Kreises. Sie läßt sich auch 
schreiben 



■^)'+(»-?r-^^-o 



und zeigt so, daß die Koordinaten des Mittelpunktes M die Werte 
— , - haben, und daß AM die Länge des Radius ist. Der Vektor 
U, V liefert, von A aus abgetragen, einen Durchmesser des Kreises. 
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Er \&&l sich als geometriecbe Summe des Yektore ÄB(x^,y^ mit 
dem Vektor BÄ' darsteUen, der die Kompooenten liat 
' BÄ' : — yj ctg a , aij ctg a. 

Dieser steht auf dem Vektor AB senkrecht und ist je nach dem Vor- 
zeichen Ton etga nach der positiven oder negativen Seite von AB 
gerichtet. 

Wenn von einem Funkte P(x, y) die Richtungennterschiede der 
drei Vektoren PA, PB, PC, die voo P nach drei bekannten Punkten 
A, B, C laufen, gemessen sind, so ist P als 
Dnrdischnittspnnkt zweier Kreise bestimmt, die 
über den Sehnen AB und J.C die gemessenen 
Peripherie Winkel fassen. Wir hezeichBen die 
Drehung von dem Vektor PA in die Rich- 
tung des Vektors PB mit «t,, die Drehung 
von PA in die Richtnng des Vektors PC 
mit c£j. Dann sind die (Gleichungen der beiden 
Kreise: 

wo 

t^i-a^s— J/iC^Oij ^1 = y^ + «s ctg 0^ 
^^*' "■ C^s = a;„ - % ctg a„ Fj = y, + x^ ctg a^ , 

wenn man den Anfangspunkt des Koordinatensystems wieder in A 
annimmt. Die Chordale der beiden Kreise ei^bt sich durch Sub- 
traktion der beiden Gleichungen 

{ü,-n,)i+(r,-v,)y-o. 

Auf dieser Geraden muß der gesuchte Funkt P liegen. Um der 
Gleichung der Chordale za genügen, setzen wir 

a;- + i(F,-F,), y~-i(tr,-Crj 
und haben es jetzt nur noch mit der Bestimmui^ der Unbekannten l 
zn tun. Der Wert von A wird erhalten, indem wir die Ausdrücke 
ffir X und y in eine der beiden Kreisgleichungen einsetzen. Es e]> 
gibt sich dann 

{iu,~ u,)*+{r,-v,)^x*~ (d;(F,- F.) - r.iu,- U{,)i = o. 

Die eine Wurzel dieser Gleichung ist Null und führt auf den Funkt A, 
der ja auch beiden Kreisen gemeinsam sein muß. Die andere Wurzel 

1 _ ^f ^— Ji) — ^} (t^i — ^i) _ ^. F, — F, U, _ ^ 

Uefert den Punkt P. 
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Die Aufgabe ist für die trigonometrische Vermessung too grund- 
legender Bedeutung, Sie erlaubt die Lage eines Punktes in bezug 
auf drei gegebene Funkte zu bestimmen durcb Messungen, die an dem 
zu bestimmenden Punkte selbst auagefiliirt werden, im G^ensatz zu 
der oben bebandelten Methode des Yorwärtseijucbneidens, wo die 
Lage des Punktee durch Messungen bestimmt wird, die auf anderen 
Standpunkten ausgeführt sind. Im Gegensatz zu dieser Methode wird 
sie Rück wärtseinBchnei den genannt. Die Formeln, wie sie oben hin- 
geschrieben sind, eignen sich wohl fOr die Rechenmaschine. Man hat 
dabei nur Tafeln der Kotangenten nötig um die Werte von [Tj V^ , 
E/g Fj zu berechnen. Für logaritb mische Rechnung dagegen würde 
man eine andere Anordnung vorziehen, bei der die Längen und Rich- 
tungswinkel der auftretenden Vektoren benutzt werden. 

Sei 

Xi, — r, cos Vi , y^ =■ r^ sin tp^ 

x^ — r, cos 9Jj, y^ = r, sin 0j, 
80 wird 

JJ „ riBJoCci— y,) y ^ r, cob(c, — y,) 

* " sinn ' * ~ "~gjin( " ■ 

Sind diese vier Werte gefunden, so wird die Länge und der Richtungs- 
winkel des Vektors 

Ui - cr„ Fj - F, 

in der früher besprochenen Weise gefunden 

i/j ~ f/j = p cos ^, ^» -~ ^1 = p sin i>. 
Damit wird 

X -^^ cos (^ + «, - m) oder auch = ^ !^"A.=^-^^+^«} 

und damit 

oder auch 



Die Rechnung mit der Rechenmaschine würde sich etwa nach dem 
folgenden Schema ausführen lassen. 
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GemesBene Richtungen 
Ablesungen am Theodoliten 

pi IZ 53- % «.--Si« 58' 47" ctg «, = -2,14649 
PC 202» 54' 50" «•' + *!" 2' 58" ctg «, = 1,14837 

a;, = + 321,50, yj-+ 777,73 

x^ 446,11, y, 1488,24 

£/, — iC(, — y^ctg«! = 1990,889, F, — »/j + a:^ ctg «i = 87,634 
t7j = a;, — y„ ctg «, = 1262,940, r^^y, + x^ ctg a^ 2000^39 

U,- Ui^- 727,949, Fj - Fj =- - 2088,173 

( P» - Pi)* + ( f^i - Vi)* = 4890376 . 
Der Zahl wert von 






hrancht nicht hinges<^irieben zu werden, da man es soj;leich auf der 
Maschine als Multiplikator einstellt und damit die gesuchten Koordi* 
naten von P berechnet: 

a;= i(Fj-F,)- + 1747,92 

y — A(tr,~tr,) 609,34. 

Als Probe kann man den Umstand verwerten, daß der Punkt P mit 
den Endpunkten der beiden von Ä auslaufenden Krcisdurchmesser 
Z7, K] und U^Vg in einer Geraden liegen muß. Es muB daher die 
Proportion bestehen: 

tTj - a: : F, - y = U^~U^: V.-V, 
242,97 : 696,97 727,95 : - 2088,17 

{f^i~y)-i^i-Ui) 507359 /die Übereinstimmung ist für die\ 

(f7i—a;)-(Fj--F,) = — 507363 l fünfstelligen Faktoren genügend/ 

Wenn die beiden Kreise zusammenfallen, d. h. wenn der Punkt P mit 
A, B, C auf demselben Kreise liegt, so bestimmen die gemessenen 
Bichtungsuntersehiede von PA, PB, PC die Li^e des Punktes P 
nicht. Man erkennt diesen Fall bei der Rechnung daran, daß üi,Vy 
mit (7g, Fg zusammenfällt und damit die Werte von x und y unbestimmt 
werden. Stimmen üi, F, und (4, Fj nahezu miteinander überein, so 
kommt es für die Genauigkeit, mit der die Koordinaten von P er- 
mittelt werden können, auf die Genauigkeit von /7i,F, imd Ui,V^ an. 
Nehmen wir z. B. die Vektoren x^, y,,; x^, y^ und den einen Winkel a, 
als genau bekannt an, während der andere Winkel a^ eine gewisse 
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Unsicherheit besitzt, so ergeben eicti genaue Werte von f7, und V^, 

während U^ und Fj einen gewissen Spielraum haben. Sei A' der 

Funkt mit den Koordinaten C^i.Fj, und A" der 

Punkt mit den Koordinaten Ü^,V^, so liegt A' 

fest, während sich für A" eine Strecke A"A" auf 

der Gei-aden CA" ergibt. Nun ist P der Schnitt- 

pxiukt der Geraden A'A" mit dem Kreise um den 

Durchmesser AA'. Somit ergibt sich auf dem 

Kreise das Interrall PP, das den verschiedenen 

Richtungen der Geraden A'A" entspricht. 

Der Winkel S unter dem der Spielraum Ä"A" 
von A' aus gesehen wird, ist gleich dem Winkel 
^ PA'P, unter dem der Spielraum von P von A' 
ans gesehen wird. Die Bogenlänge des Spielraums PP wird somit 
gleich ÄM.23 = ÄJ' .d. 



in. Abschnitt. 

Die liaearen KoordmatentransfoTmationen. 

§ 15. Die Drehung ebener Figuren. 

Bezeichnet r die Länge und ^ den Richtungswinkel eines Vektors 
von ii^endeiner Änfangsrichtung aus gemessen, die wir zur positiven 
Richtung der :X-ÄchBe machen wollen, so sind, wie wir oben gesehen 
haben, in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Komponenten 
des Vektors: 

X — r cos q), y = r sin ip. 

Drehen wir den Vektor um den Winkel a, so daß Beiner Richtung 
nunmehr der Richtungswinkel qi ■}- a entspricht, so werden seine 
Komponenten 

x = r eos(qo-|-a), y' =r sin (9 + «). 

Man kann nun die Komponenten x', y auch direkt durch die Kom- 
ponenten X, tf ausdrücken. Denn es ist 

x' ~ r cos (y+a) = r cos ^ cos a — r sinip Bina = x coa a — y sin « 
. y' = r Bin ((p -i- a) = r ain tp cos a + r cos gi sin a = x aina + y coa a . 

Daraus ei^ibt sich sogleich, wie die Koordinaten einer beliebigen ebenen 
Figur sich ändern, wenn man die Figur in ihrer Ebene um den 
Winkel a um den Koordinatenanfangspunkt dreht. Denn sind 3;, y die 
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Koordinaten eines beliebigen Punktes, so brancben wir nur den Vektor 
zu betrachten, der Tom Anfangspunkt nach dem betreffeaden Punkt 
länft and za berecbnen, wie sich seine Komponenten bei der Drehnng 
ändern. Die Komponenten des gedrehten Vektors sind zngleich die 
Koordinaten des Ponktes, in den der betrachtete Punkt durch die 
Drebm^ übergeht. In komplexer Form läßt sich der Zusammenhang 
der Koordinaten vor und nach der Drehnng schreiben: 

w' = we"', {w-^x + yi, w'—x'+y'i). 

Anstatt die ebene Figur am den Koordinatenanfangspankt zu drehen, 
kann man auch dem Koordinatensystem die entgegengesetzte Drehang 
geben. Dieselben Gleichungen 

x — X cos a — f/ sin a, 
y' = a: sin cc + y cos ce 

stellen also auch den Zusammenhang der Koordinaten desselben; Punktes 
dar, in bezng auf zwei Koordinatensysteme, von denen das eine (auf 
das sich die Koordinaten x', y beziehen), aus dem anderen (auf 
das sich die Koordinaten x, y beziehen), durch die Drehung am den 
Winkel — a hervorgeht. Das positive Vorzeichen eines Winkels be- 
deutet hierbei immer, daß die Drehung in dem Sinne von der posi- 
tiven x~ zur positiven y-Achse durch den Quadranten, in dem x und y 
positiv sind, vor sich geht, das negative bedeutet dagegen die ent- 
gegengesetzte Drehung. 

SoU eine ebene Figur in ihrer Ebene um einen anderen Punkt, 
z. B. 3^0, yo gedreht werden, so treten ,x — x^, y — y^ an Stelle von x 
und y, und x' — x^, y — y^ au Stelle von x' und y. In komplexer 
Form hat man 

M"'— Wo " {w—w^e'* oder w' = w,^ 4- (w — Wo)c°*. 

Wenn man eine ebene Figur um ii^ndeine Strecke in be- 
liebiger Richtung verschiebt, so ändern sich alle Abszissen um einen 
Betrag a und alle Ordinaten um einen Betn^ h, oder in komplexer 
Form geschrieben: w geht über in mj -|- to (wo w = x-^yi, (a = a-\-bi 
gesetzt ist). Dreht man nun um den Punkt w^ um den Winkel «, so 
geht w + B} über in 

w' = w.^-{- (w -\- a — w^e"^ . 

Derselbe Übergang von w zu w läßt sich auch durch eine einzige 
Drehung bewerkstelligen. Um das einzusehen, ist nur nötig, sich zu 
überzeugen, daß eine Größe w^ gefunden werden kann, für. die 

"*' = Wq "^ (^ ~ ^o)^"* 
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ist. Diese Größe Wq bestimmt sich aua der Oleichung 

Wi +{w-\-a — Wi)e"' = w„ + (w — Wq)^'» 

die nach Weghebung von we"' übergebt in 

w,(l-e"') + "^''- WoCl— e°0 
oder 



Es gibt mithin immer einen und nur einen Punkt w^ von der Art, 
daß, wenn man die ebene Figur um ihn um den Winkel dreht, sie 
in dieselbe Lage geführt wird wie bei der Verschiebung <o und 
Drehung um w,. Die Oleichung 

Wf, = Wi-\- (O —. 

]ä&t sich auch in der Form schreiben 

M?i — Wo =- (Wi — (» — Wo)e'"" 
nnd läßt sich dann entsprechend der oben gefundeneu Gleichung 

so deuten, daß bei der Drehung um w^ der Punkt w^ — ro in den 
Punkt w^ übergeht. Die Punkte w, — ra und Wj bilden also die Basis 
eines gleichschenkligen Dreiecks, dessen Spitze in w^ liegt, und das 
dort den Winkel a bildet. 

Um Wo aus w, und m zu berechnen, hat man den reellen und 
inu^inären Teil zu trennen. Man schreibt 

e"' e^' m e~* * 

W(f'^Wi + oi rr^.- = Wj + ra — ^^ — -^_ = "'i + y — ^»' 



Bringt man o — a + 6i auf die Form re'-', wo a = rcosi, b = rsin i 
gesetzt ist, so wird „, 

und damit 

^0 = 3:1 '—-Bm(^-i-x), 

2.m^ 



».-!'. ^^^«"(■J + 'l). 



□aljrtiiche Georg 
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OleicIiuageD, die wir auch direkt ans der Figur litten gewinnen können. 
Denn aus der Basis r des Dreiecks folgt, daß die Länge der Seite 
«"o ~ w'i gl«icli ä-- — 70 ist. Und der Richtungswinkel des Vektors 
tCg — M>i ist gleich dem Richtungswinkel A der Basis vermehrt um 
x/2 -\- a/2. Damit erhält der Vektor w^ — w^ die Komponent«a 



(f + f + j), ,Bf„7,™(|+f + 'l)- 



2aia<i/2 \2 ' 2 ' /' aara«/! 
Es seien zwei La^ea einer ebenen Figur in derselbeD Ebene gegeben. 
Es sei femer P ein Punkt der ebenen Figur in der ersten Li^^e, und P' 
der entsprechende Punkt der ebenen Figur in der zweiten Lage. Der 
Vektor PF' stellt eine ParaUelTerschiebung dar, die den Fnnkt P mit 
dem Punkt P' zur Deckung bringt. Die ebene Figur wird dadurch aus 
der ersten Lage in eine Zwischenlage gebracht, die mit der zweiten 
Lage den Punkt P' gemein hat. Seien Q und R zwei weitere Punkte der 
ebenen Figur in der ersten Lage, die nicht mit P in einer Geraden liegen, 
Q und R die entsprechenden Punkte der Zwiechenl^e und ^, R die 
entsprechenden Punkte der zweiten Lage, Um die ebene Figur ans 
der Zwischenlage in die zweite Lage zu bringen, kann man sie so 
um P' drehen, daß Q anf Q' zu liegen kommt. Dann aber sind 
zwei Fälle möglich. Der Punkt, auf den E dabei rückt, muß als Punkt 
der ebenen Figur Ton P' und Q' ebensoweit entfernt sein wie R'; 
aber damit ist nicht gesagt, daß er mit R' zusammenfällt. Es ist 
auch möglich, daß er R' gegenüber auf der anderen Seite der Geraden 
P' Q' liegt. Fällt er mit R' zusammen, dann ist die ebene Fignr 
durch Parallelverschiebung und Drehung aus der ersten in die zweite 
liage übergeführt. Denn durch die Lage der drei Punkte PQR ist 
die Lage der ebenen Figur vollständig bestimmt, d. h. wenn P mit P', 
Q mit Q', R mit R' sich decken, so mnß auch jeder weitere Punkt S 
mit dem entsprechenden S' zuBammenfallen, Fällt dagegen der Punkt, 
in den R nach der ParaUelverschiebung und Drehung öbergeht, nicht 
mit R' zusammen, sondern liegt ihm gegenüber auf der anderen Seite 
der Geraden P'^, dann wBrde noch eine Spiegelung an der Geraden 
P'Q' dazu gehören, um den Punkt mit R' zur Deckung zu bringen, 
oder was in der Ebene auf dasselbe hioauskonmit, eine Drehung um 
180" um die Gerade P'Q'. Wenn man sich die ebene Figur aus 
Papier geschnitten denkt, das auf einer Seite weiß auf der anderen 
Seite schwarz ist, so würden beim Umklappen um die Gerade P' Q 
die Seiten des Papiers sieh vertauschen. Wenn in der ersten Lage 
des Papiers die weiße Seite oben ist, so würde in der zweiten Lage 
die schwarze Seite oben sein. Und da die Lage des Papiers durch 
drei Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, eindeutig bestimmt 
ist, so würde es nicht möglich sein, es ohne Umklappung von der 
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ersten in die zweite Lim;e zu bringen. Anstatt die Seiten des Papiere 
dnrch schwarz und weiß zu unterscheiden, kann man sie anch durch 
die Art auseinanderhalten, wie die Punkte PQR aufeinanderfolgen. 
Man deiLke sich das Dreieck PQR auf den Fußboden gelegt nnd 
stelle sich in P auf und blicke in der Richtung nach Q, dann liegt 
der Punkt B entweder zur Linken oder zur Rechten, je aaehdem die 
eine Seite des Papiers nach oben oder unten gel^t ist; oder, wie 
man auch sagen könnt«, beim Umlaufen des Dreiecks in dem Sinne 
von P über Q nach R und zurück nach P hat man das Innere des 
Dreiecks in dem einen Fall znr Linken, in dem anderen Fall zur 
Rechten. Wenn nun die ebene Figur in der ersten und zweiten Lage 
gegeben ist, so läßt sich sogleich erkennen, ob es möglich ist, allein 
durch ParallelTerschiebung und Drehung in der Ebene sie ron einer 
L^e in die andere zu bringen. Man braucht nur drei nicht in einer 
Geraden li^ende Punkte PQR der ersten L^e und die entsprechenden 
Punkte P'Q'R der zweiten Li^e ins Auge zu fassen und den Umlaofs- 
sinn PQR mit dem Umlaufssinn P'^'B' zu rei^leichen. Wenn man 
beide Male das Innere des Dreiecks zur Linken oder beide Male zur 
Rechten hat, so ist die Uberfflhmng durch ParallelverBchiebung und 
Drehung um eine zur Ebene senkrechte Achse möglich. Hat man da- 
gegen in dem einen Falle das Innere des Dreiecks zur Linken, im 
anderen Falle znr Rechten, so gehört eine Umklappung oder Spiegelung 
dazu, um die ebene Figur aus der einen in die andere Lage zn bringen. 
Die Parallelverschiebung und Drehung läßt sich, wie wir oben 
gesehen haben, dnrch eine einzige Drehung ersetzen; es sei denn, daß 
es sich allein um eine ParallelTerschiebung handelt. 

% 16. Die ähnliche Änderung ebener Flgnren. 

Will man eine ebene Figur ähnlich TergrÖSem oder Terkletnem, 
so kann man das analytisch dadurch bewirken, daß mau einen Punkt P 
mit den Koordinaten x,tf in einem Punkt P' mit den Koordinaten af, y' 
überfuhrt, so daß 

x' = mx, ^ — my, 

wo m eine positive Zahl ist, deren Wert die Vergrößerung oder Ver- 
kleinerung bestimmt. Das Koordinatennetz kann dabei schiefwinklig 
oder rechtwinklig sein. Die Komponenten eines Vektors PiP, 3^ — «,, 
yj — j/j gehen dabei über in die Komponenten des Vektors Pj'P,': 
a^' — a:,', y,' — y/, und es ist 

Demnach haben die beiden Vektoren dieselbe Richtung und das 
lÄngeuTerhältnis 1?(P^: P^P^ = m : 1. Damit ist gezeigt, daß alle 
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Biditangen bei der ümwaiidliuig der ebeneo Figur nogeändert bleiben, 
alle Entfemungen d^egen in das m fache verwandelt werden, d. h. 
die Figur bleibt Bich selbst ähnlich und ist nur auf die m fache Größe 
gebracht. 

Ein negatiyer Wert von m in den Oleichaugen 



läßt sich so auffaasen, daß zu einer ähnlichen Yei^Ößerung oder Ver- 
kleinerung noch eine Drehung der ebenen Figur in ihrer Ebene um 
den Anfangspunkt um 180" hinzukommt. Denn bei einer solchen 
Drehung um 180** gehen die Koordinaten eines Punktes beide ins 
Entgegengesetzte über. Ist daher m — — m', wo m' positiv sein soll, 
80 transformieren wir erst ähnlich, wobei ein Punkt x, y die Ko- 
ordinaten X, y 

X =- m'x, y — m'y 

annimmt. Alsdann wird um 180'^ gedreht; dabei geht der Punkt x, y 
in den Punkt x', y 

x'=~S, y'--y 

über. Zwischen x', y' und x, y bat man mithin die Beziehung 

x' — mx, y' — my. 

Ist eine beliebige Kurve durch eine Gleichung 

gegeben, was so zu verstehen ist, daß alle Wertepaare x, y, die der 
Gleichung genügen, die Kurve zusammensetzen, so erhalten wir die 
Gleichung einer ähnlichen m&ch vei^ößerten Kurve in der Form: 






WO I» einen beliebigen positiven Wert bedeutet. Denn jedem Werte- 
paar x', y, das der Gleichung 



genügt, entspricht ein Wertepaar x = — , y = , das der Gleichung 

genügt. 

Anstatt die Figur im Verhältnis m : 1 ähnlich zu verändern, 
während das Koordinatennetz beibehalten wird, könnte man auch die 
Figur beibehalten und das Koordinatennetz im tmigekehrten Verhältnis 
1 : m verändern. Die Beziehung zwischen den Koordinaten eines 
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Punktes yor und nach der Änderung würden dieeelben bleiben, wie 
bei der ähnlichen Änderung der Fignr: 

X = mx, y = my, 

wo X, y die Koordinaten eines Punktes im ersten Netz, x, y die 
Koordinaten desselben Punktes im zweiten Netz bedeuten. Das zweite 
Netz ist dabei dem ersten Netz ähnlich und im Verhältnis — : 1 ver- 
ändert. Dies gilt ebenso für schiefwinklige und rechteckige wie für 
qnadratiBche Netze. Denkt man sich die Figor in demselben Ver- 
hältnis ähnlich vei^dert wie das Koordinatennetz, so bleiben die 
Koordinaten jedes Punktes der Fignr bei der Änderung dieselben wie 
vorher. 

§ 17. Die affine Änderung ebener Figuren. 

Anstatt beide Koordinaten proportional zu ändern, wollen wir 
jetzt nur die Ordinate mit einem Faktor m multiplizieren, während 
wir die Abszisse beibehalten. Wenn das Netz dasselbe bleibt, so 
bedeutet diese Änderung, daß sich jeder Punkt parallel der y-Achse 
verschiebt am ein Stack, das seiner Ordinate proportional ist. Für 
positive Werte von m bleibt er dabei auf derselben Seite der ^r-Achse. 
Ist m dagegen negativ, so rückt jeder Punkt auf die entgegengesetzte 
Seite der a;-Ächae. Die neuen Koordinaten x', y' hängen mit den 
alteu X, y durch die 61eichui^en zusammen: 

x-~x, y'-my. 

Wir wollen uns die Punkte P : a;, y und P": af, y auf zwei verschiedenen 
Blättern gezeichnet denken und wollen das erste Blatt um irgend- 
einen Winkel um die a:-Achse drehen, so 
daß der Punkt P in die Lt^e P kommt. 
Wir verbinden nun P mit P' nnd er- 
kennen, daß diese äerade PP' immer 
dieselbe Richtung hat, wie auch P und 
dementsprechend P' gewählt werde, daß 
tAao P' als der Schatten von P aufgefaßt 
werden kann, wenn wir uns eine Licht- 
quelle im Unendlichen denken, deren 
Strahlen der Geraden PP' parallel sind. 
Verlängert meji nämlich die Gerade PP' bis zum Schnittpunkt S mit 
der i-Achse, so verhalten sich SP zu SP' wie 1 : m. Nimmt man 
daher statt P einen anderen Punkt Q auf derselben Geraden und 
dementsprechend den Punkt Q', so verhält sich auch SQ : SQf wie 
1 : m. Wird nun das Blatt, auf dem P und Q liegen, um die o^-Äehse 

L3iq,1izedbyG00<^Ie 
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gedreht, so daB P und Q in die Lagen F und Q übergehen, bo sind 
die Dreiecke F'SP und ^SQ einander ähnlich, denn der Winkel bei 
S ist derselbe^ und außerdem ist SP'/SF = SQ/S^ = m. Mithin sind 
die Cteraden PF' und QQ' einander parallel Wenn Q nicht auf der 
Geraden PP' gewählt wird, sondern daneben Q*, so aber, daß die 
Ordinate S*Q* dieselbe ist wie vorher, so ist auch die Ordinate des 
entsprechenden Punktes Q'* dieselbe wie vorher. Wird nun das 
Blatt, auf dem Q* \ie^, um die x-Achse gedreht, so daß Q* in die 
Lage §* zu liegen kommt, so ist das Dreieck Q'*S*Q* dem Dreieck 
Q'SQ kongruent und entsteht aus ibm durch Parailelverschiebung 
längs der a^-Ächse. Mithin ist ^*Q* parallel ^Q. 

Die Transformation, die eine ebene Figur dadurch erleidet, daß 
man die Ordinate y eines jeden Punktes in y' = my verwandelt, 
während man die Abszisse x beibehält x' = x, ^ßt sieh demnach als 
eine Parallelprojektion auffassen. Der Übe^ang zu der neuen Figur 
kann so bewerkstelligt werden, daß man die erste Figur aus ihrer 
Ebene bringt durch eine beliebige Drehung um die x-Achse und nun 
durch jeden ihrer Punkte eine Gerade parallel einer gegebenen Rich- 
tung legt und den Schnittpunkt der Geraden mit der ersten Ebene 
aufsucht. Dieser Schnittpunkt hat in dem ursprünglichen Koordinaten- 
system die Koordinaten x' = x, y' = my, wenn x, y die Koordinaten 
des Punktes sind, aus dem er hervorgeht. 

Wenn wir rechtwinklige Koordi- 
naten I, i; einführen, indem wir die 
a;-Ach3e zur |-Achse machen, die i;-Achse 
'.?' rechtwinklig dazu annehmen, so wird 

der Zusammenhang zwischen den Ko- 
ordinaten I, ^ und I', )}' der Pimkte P 
und P' 

r — I = (ij' — i;) ctg« , ri'=mri 




r 


= 1 + «^, 
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a bedeutet dabei den Winkel, 
flchneidea. 

Wir wollen hier den Fall nicht ausschließen, daß Üi •— 0, aber a 
von Null verschieden ist, obwohl für jeden endlichen Wert von ctga 
notwendig a mit h gleichzeitig verschwinden müßte. Aber wir können 
uns zu jedem noch so kleinen Werte von b, so lange b nur nicht 
Null ist, einen so kleinen Wert von a wählen, daß b ctg« einen be- 
liebig gegebenen Wert a erhält. Und es ist also möglieh, h in Nnll 
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ihea zu laesen, ohne daß dabei a seinen Wert; ändert. Freilieb 
muß dabei der Winkel « ebeafaUs in Null übergehen, so daß fSr 
o: = nicht mehr von einer y-Achse die Rede sein kann. Aber das 
macht für unsere Betrachtung nichts aus. In rechtwinkligen Koordi- 
naten ist dann die Transformation durch die Gleichungen 



ausgedrückt. Sie bezeichnet ebenfalls einen speziellen Fall einer 
Parallelprojektion einer ebenen Figur, nachdem man sie um die 
S-Aehse gedreht hat. Seien nämlich P und Q zwei Punkte der ebenen 
Figur mit derselben Abszisse |, und sei S der Fußpunkt der Ordinate. 
Df^n verhalten sich PI" und QQ' w 
Ordinaten von P und Q, und folglich liegen 
P'Q'S in einer geraden Linie. Dreht mau 
nun die ebene Figur um die g-Achse, so 
daß P und Q die Lagen P und Q annehmen, 
so sind die Dreiecke PSP' und ^SQ' ähnlich 
und ähnlich gelegen. Denn der Winkel bei 
S ist derselbe, und die Seiten sind einander 
proportional. Mithin sind PP" und Q^ 
einander parallel. Denkt man sich P parallel 
der |-Achse verschoben, so verschiebt sich auch P und P* um das- 
selbe Stück parallel der |-Achse. Die Richtung PP" bleibt also dieselbe. 
Die Gleichungen 

oder , , (»M = 1/»» , a am ) 

ij = mtj 7) = mi; , 

drucken somit jede solche Änderung einer ebenen Figur aus, die wir 
dadurch erhalten, daß wir sie erst um die |-Achse drehen und dann 
parallel auf die erste Ebene projizieren. 

Wir nennen dies eine affine Transformation der ebenen Figur 
und die |-Achse nennen wir die Affinitätaachse. Die Größen m 
und a sind dabei beliebig, nnr ist der Wert m = ausgeschlossen. 
Aus m = würde folgen, daß alle Werte von t}' Null werden. Die 
ganze ebene Figur würde damit in die Af&nitätsachse geworfen werden, 
und das woUen wir nicht mehr als affine Transformation der ebenen 
Figur gelten lassen. Wenn m^O, so ist auch m'= 1/»» endlieh und 
^ 0, und wir sehen daraus, daß auch die umgekehrte Beziehung von 
I', ij' zu 5 , ■>! eine a:^e Transformation ist. 

Ein Vektor PiP^ geht bei affiner Transformation über in einen 
Vektor P^P^. Seine Komponenten w = |j— |j, c — ijj — % gehen 
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dabei über in «'= |j'— 1^', v'= »;,'— %' und es ist infolge der Glei- 
chungen zwischen |tj und l'ij' 

u = M -f- ««, 

«'= »wo. 
Die Richtung nnd die Länge des Yektora wird sich im allge- 
meinen dnroh die affine Traneformation ändern. Der Kichtungswinkel 
(p hängt mit dem Kichtangswinkel sp durch die Gleichung zusammen 

ctgy'= -^ -= -^- etgy H — , 

und die Länge r Imngt mit der länge r des veränderten Vektors bo 
zuEammeu 



Haben zwei Vektoren Uj , v^ undUj,Vj die gleiche Richtung {<f>i = ^>%), 
80 haben auch die beiden transformierten Vektoren die gleiche Rich- 
tung 9>j'= 9>g'; denn aus ctg9i|= ctg^i, folgt, daß auch cigfpi und 
ctg 9)3' einander gleich sein müssen. Daraus ergibt sich zujütchst, 
daß qo^' und qo,' sich höchstens um ISO'' unterscheiden können. Zu- 
gleich folgt aber ans 

daß, wenn v, und v, dasselbe Vorzeichen haben, auch v^ und v^ sich 
im Vorzeichen nicht unterscheiden können, daß mithin qo,' und qo,' 
sich nicht um 180** unterscheiden können. 

Nun ist 

r fRBiiL^ coB^ -|- a Binip 
r "^ Binip' ~ coBtp' 

Wenn also fi=<pi und zugleich qt>,'= qs/, so muß r^'/fi^ r^'/rj oder 
rjr^= r^jr^ sein. Mit anderen Worten: Zwei gleichgerichtete Vektoren 
bleiben bei affiner Transformation gleichgerichtet, iveun auch beide 
ihre Richtung ändern, und das Verhältnis ihrer Längen bleibt das 
gleiche, wenn auch beide ihre Längen ändern. 

Daraus folgt weiter, daß drei Punkte P,, Pj, Pg, die in einer Ge- 
raden liegen, auch nach der affinen Transformation in einer Geraden 
liegen. Denn wenn die Vektoren P^P^ und PjPj vorher gleich- 
gerichtet sind, so sind sie auch nachher gleichgerichtet. Jede Gerade 
geht demnach bei affiner Transformation wieder in eine Gerade über. 
Der Schnittpunkt mit der Affinitätsachse muß dabei derselbe bleiben. 
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Denn f ür »j = ist | = |' und ij'= 0. Ist die Gerade der S-Achse 
parallel, so bleibt sie auch nacli der Tranaformation der ^-Achse 
parallel. Denn wenn alle r] gleich sind, so sind auch alle Werte von 
^' einander gleich. Wir können dies auch so ausdrücken, daß wir 
s^en, der Schnittpunkt mit der AffinilätBachse bleibt im Un- 
endlichen. 

Alle Vektoren, die der Affinitätaachse parallel sind, ändern ihre 
l^inge hei af^er Transformation nicht. Denn die Komponenten v 
und v' sind gleich Knll und mithin 




Fig. IS. 



Sei ABC ein Dreieck, desBen eine Seite AB der Affinitätsachse 
parallel ist. Die Höhe des Dreiecks ist die v-Eomponente des Vektors 
AO. Bei aMner Transformation behalt die Seite AB ihre Länge bei, 
während die Höhe sich im Verhält- 
nis 1 : m ändert. Mithin wird auch 
der Flächeninhalt des Dreiecks durch 
die Transformation auf das ni fache 
gebracht. Da mau jedes beliebige 
Dreieck ACD, dessen Seiten der 
Affinitätsachse nicht parallel sind, 
in zwei Dreiecke zerlegen kann, die 
je eine Seite parallel der AfBnitats- 
achse haben, so sieht man, daß jedes 
beliebige Dreieck seinen Fliehen- 
inhalt hei der Transformation ver- 
»( facht. Dasselbe gilt von jeder geradlinig begrenzten Figur, die 
man ja in ein Netz von Dreiecken zerlegen kann. Es muß aber auch 
von jeder krummlinig begrenzten Figur gelten. Denn man kann sie 
mit jeder beliebigen Gienauigkeit dnrch eine geradlinig begrenzte Figur 
ersetzen. ' I i ' I _i 

Anstatt die Koordinaten |, jj ^ ' I ^ I i 

und I', ij' auf dasselbe Netz au be- ^ ' I i J I 

ziehen und |', t( aus |, ^ zu berechnen, 
könnte man die affine Andemng einer 
Figur auch dadurch gewinnen, daß 
man die Koordinaten un geändert 
ließe, aber sie auf ein affin ge- 
ändertes Netz bezöge. So zeigt die 
nebenstehende Figur ein quadrati- 
sches und ein affin geändertes 

parallelogrammatisches Netz. Jeder Masche des quadratischen Netzes 
entspricht eine Masche des schiefen Netzes. Die rechtwinkligen Ko- 
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orditiaten |', 17' einee Ptmktea des schiefen Netzes hängen mit den 
schiefwinkligen Kooordinaten |, 1; desselben Punktes durch die Glei- 
chungen 

1)'= mr/ 
zusammen. 



§ 18. Die Ellipse als affines Bild des Kreises. 

Wir wollen nun die affine Transformation auf einen Kreis an- 
wenden, dessen Mittelpunkt im Anfangspunkt liege, und dessen Radius 
gleich a sei. In rechtwinkligen Koordinaten ist seine Gleichung 

Wir transformieren den Kreis afßn, indem wir einen Funkt mit 
den Koordinaten x, y in den Punkt «', y überführen, wo 

x'—x, y'=my. 

Dann erhalten wir zwischen x und y die Gleichung 

welche das affine Abbild des Kreises darstellt. Ist m positiv und 
kleiner als 1, so sind einfach alle Ordinaten der Kreispimkte in 
gleichem Verhältnis verkleinert. Wir können das auch dadurch er- 
reichen, dafi wir den Kreis um den in der x-Achse liegenden Durch- 
messer drehen und ihn dann senkrecht auf seine 
ursprüngliche Ebene projizieren. Ist « der Winkel, 
um den wir ihn drehen, so ist m=^ cobd:. Wir 
nennen dieses a^ne BQd des Kreises eine Ellipse. 
Das affine Bild eines Kreisdurchmessers AB ist 
eine gerade Linie A'S, die in halbiert wird. 
Denn aus der Gleichheit der Vektoren AO und 
OB folgt die Gleichheit von A'O und OB. Wir 
nennen den Mittelpunkt der Ellipse und AB^ 
einen Durchmesser der Ellipse. Ist m kleiner 
als 1, 30 ist A'S weniger steil gegen die «-Achse geneigt als AB. 
Ihre Richtungswinkel berechnen sich auseinander durch die Gleichung 

* ''89''= wttgy. 

Nur für y = und für y •= nß wird qo'^- 9;, in allen anderen Fällen 
wird, wenn wir tp zwischen — a/2 und -}- jr/2 annehmen, der absolute 
Betrag von ip' kleiner als der absolute Betrag von 9. 
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Die Längen von AB und A!S verhalten sich umgekehrt wie die 
Kosinusse ihrer Eiohtvmgewinkel. Denn es ist 

rcosqj = r'aosfp , 
folglieh wird 



^e<f ¥ l + tg'<p ¥ 1 



1 — m* 



Nur fär ip = ip'=0 werden die Längen der beiden DurchmesBer ein- 
ander gleich. Je steiler AS ist, um so kleiner wird das Verhältnis 
r'/r und wird am kleinsten für tp = fp'= nß. Da ist tgq? = oo und 
demnach r'lr = m. 

Der Ellipsendurchmesser, der in der :r'Achse liegt, ist demnach 
der größte und ist gleich dem Kreisdurchmesser 2a. Der dazu senk- 
rechte DurchmeBser ist der kleinste und ist gleich 2ma. Wir nennen 
jenen die große Achse, diesen die kleine Achse der Ellipse und 
wollen die Hälfte der kleinen Achse mit h bezeichnen {6 = md). 
Beide zusammen nennen wir die Hauptachsen der Ellipse. 

Zwei aufeinander rechtwinklige Durchmesser des Kreises gehen 
bei affiner Transformation in zwei Durchmesser der Ellipse über, die 
nur dann aufeinander senkrecht stehen, wenn sie mit den Hauptachsen 
der EUipse zusammenf^en. FaJlen sie nicht mit den Hauptachsen 
zusammen, so ist der Winkel, in dem die kleine Achse liegt, stumpf, 
und der Winkel, in dem die große Achse liegt, spitz. Denn die 
Richtung der Durchmesser des Kreises wird bei der Transformation 
flacher gegen die große Achse. Zwei Durehmesser der Ellipse, die 
aus zwei aufeinander senkrechten Durchmessern des Kreises dnrch 
diese afEne Abbildung entstehen, nennen wir ein Paar konjugierter 
Durchmesser. Die Verbindungslinie zweier Ellipsenpnnkte nennen 
wir eine Sehne der Ellipse. Konjugierte Durchmesser haben die 
Eigenschaft, daß jeder von ihnen die zu dem anderen parallelen 
Sehnen halbiert. Zieht man nämlich eine Sehne der Ellipse parallel 
zn einem Durchmesser, so muß sie bei der afEnen Abbildung aus 
einer Sehne des Kreises entstanden sein und der Ellipsendurchmesser 
. muß aus einem Kreisdurchmesser entstanden sein, der jener Kreis- 
eehne parallel ist. Denn bei aMner Abbildung bleiben parallele Ge- 
rade parallel. Der dazu senkrechte Kreisdurchmesser halbiert nun 
die Kreissehne. Mithin muß der aus ihm hervorgebende Ellipsen- 
dnrchmesser die Ellipsensebne halbieren; denn die beiden Teile der 
EUipsensebne entsprechen den beiden Hälften der Kreissehne und 
müssen deshalb das gleiche Längenverhältnis haben. 

Eine Kreistangeute muß bei affiner Abbildung in eine Ellipsen- 
tangente übei^ehen. Denn dränge sie in das Innere der von der 
Ellipse umschloraenen Fläche ein, so müßte auch die Gerade, aus der 
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sie durch affine Abbildung entsteht, in das Innere der KreisKche 
eindringen, was die Tangente eben von allen Geraden, die durch 
einen Punkt des Kreises gehen, nicht tut. 

Die Tangenten an die Ellipse in den Endpunkten eines Durch- 
messers sind dem konjugierten Durchmesser parallel. Das folgt un- 
mittelbar daraus, daß beim Kreise die Tangenten in den Endpunkten 
eines Durchmessers auf ihm senkrecht stehen. 

Die vier Tangenten in den Endpunkten zireier konjugierter 
Durchmesser bilden ein Parallelogramm, dessen Inhalt immer gleich 
4ab ist, wie auch das Paar konjugierter Durchmesser gewählt wird. 
Denn in der affinen Kreisfigur bilden die Tangenten ein Quadrat vom 
Inhalt ia', und beim Übergang zur EUipse ändert sich der fläehen- 
inhalt, wie wir oben gesehen haben, im Verhältnis 1 : m (m = 6/0). 
Aus 4a^ wird mithin 4a'm = 4ab. Durch die beiden Durchmesser 
wird das Tangentenparallelogramm in vier kongruente Parallelogramme 
zerschnitten. Fär jedes bilden je zwei konjugierte Halbmesser 
anstoßende Seiten. Der Winkel d, den zwei konjugierte Halbmesser 
a', b' miteinander bilden, hängt also mit ihrer Länge so zusammen, 
daß a'b'Bmd' immer denselben Wert ab hat, wie mau auch das Paar 
konjugierter Halbmesser wählt. 

Die Gleichung der Tangente, die in irgendeinem Punkte a;,, y^ 
die Ellipse berührt, finden wir aus der Gleichung der ihr alBnen 
Kreistangente. Dem Punkte ir,,j/i der Ellipse entspricht der Punkt 
Xj, yjm des Kreises. Bezeichnet x, y einen beliebigen Punkt der 
Ellipsentangente, so ist x, yjm der entsprechende Punkt der Kreis- 
tangente. Nun hat der Vektor 

X — 3^, -^-^^' 

die Dichtung der Kreistangente und steht mithin auf dem Vektor 
x^, yJm senkrecht, der den Anfangspunkt mit dem Berührungspunkt 
verbindet. Mithin ist 

oder 

Wir wollen die Gleichung der Ellipse, die wir oben in der Form 
X-+ 1" - «' 
fanden, durch a^ dividieren und schreiben 
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Analog erhalten wir dann auch für die Gleichung der Tangente 

wo x^iPi die Koordinaten des Berührnngspunktes sind. 

Die Tangente muß, wie wir oben fanden, die Äflinitätsachae in 
demselben Punkte schneiden, wie ihr affines Bild. In der Tat finden 
wir die Abszisse des Durchschnittepunktee mit der ar-Achse, wenn wir 
in der Gleichung der Tangente y = setzen. Das gibt 

X — a'/^i ■ 
Dieser Wert ist nur von a und x^, nicht von b (oder, was dasselbe 
ist, von m) abhängig. Er bleibt also nngeändert, wenn wir b = a 
(oder m '^ 1) setzen würden, d. h. wenn wii- beim Kreise stehen 
bleiben würden. 

Die Koordinaten des Kreises sind durch die Kreisfonktionen sin 9} 
und cos 95 in der Form 

X = acoatp, 

y = asiufp 

ausgedrückt, wo tp den Winkel bedeutet, den der Radius mit der 
positiven Richtung der a;-Achse bildet, in der richtigen Weise durch 
die vier Quadranten gezählt. 

Ändern wir die Ordinate im Verhältnis a : b, während wir die 
Abszisse beibehalten, so erhalten wir die Punkte einer ELLipse. Der 
Punkt mit den Koordinaten 

X = «cosy, 

y = b siiifp 

durchläuft, wenn q> von 0. bis 360" läuft, die ganze Ellipse von dem 
Punkte a, auf der positiven ;r-Achse durch die vier Quadranten und 
wieder zu dem Punkte zurück. Hier ist nun aber ip nicht der 
Richtongs Winkel des Ellipsenhalbmessers, sondern der Richtungs- 
winkel des ihm affinen Kreishalbmeseers. Der Richtungswinkel it 
des Ellipsenhslbmessers hängt mit <p durch die Gleichung zusammen: 

Zwei konjugierte Halbmesser entsprechen zwei um 90" vonein- 
uider verschiedenen Werten von (p. Sind daher für irgendeinen 
Wert von q> die Komponenten des EUipsenhalbmessers Xi=aco8qi 
und tfj= bainip berechnet, so findet man die Komponenten x^,t/^ eines 
konjugierten Halbmessers, indem man statt <p entweder <p + 90* oder 
m — 90" einsetzt. 
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a;,= ocoa(y + 90*^ = —aebifp — — -rjfi , 

^j— b 8111(91 + 90") = bcoeq^ = -a:, . 

Für (p — 90" ei^eben sich die entgegengeaetzten Werte für x^ und p^. 
Bezeiclineii wir die Länge des ersten Halbmessers mit a und 
die des konjugierten Halbmessers mit b', so ist: 

«'*= o^cos'y + ö'sin^?!, 
b''= a* sin*qB + 6* cos'qo . 
Daraus ergibt sich 

d. h, die Summe der Quadrate zweier konjugierten Halbmesser hat 
immer denselben Wert, wie man auch dos Paar konjugierter Halb- 
messer wählen möge. 

Dieser Satz zusammen mit dem oben bewiesenen Sata, daß das 
aus zwei konjugierten Halbmessern als anstoßenden Seiten gebildete 
Parallelogramm immer denselben Flächeninhalt hat, erlaubt nun die 
Aufgabe zu lösen, die Haupthalbachsen a, b einer Ellipse zu finden, 
wenn zwei konjugierte Halbmesser o', b' und der Winkel *, den sie 
miteinander bilden, gegeben sind. 

Man hat 

a'H 6'ä= a'+ b\ 

2ab'am& — 2ab. 

Durch Addition und Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt sich: 

a's+ h''+ 2a'6'sin«- = (a + by, 

a'*+ b'^— 2a'b'sia& =■ (a — &)* , 

Bezeichnen wir die positiven Quadratwurzeln aus den linken 
Seiten mit p und g, so ist 

p = a + b, 
q = a — b 
und mithin 
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§ 19. Die Konstruktion der Hauptachsen einer Ellipse. 

Statt zu rechnen, kann man a und b mit dem Zirkel in folgender 
Weise konstruieren. Man errichtet auf OÄ = «' in ein Lot OG 
Ton der Länge a', das mit OB den Winkel 90" — ^ einschließt. Wir 
nehmen dabei & als spitz an. Wenn es stumpf sein sollte, so nehme 
man statt des einen HalbmesBers den ihm entgegengesetzten. Dann 
wird 

CB»= a'*+ &'»- 2ah'cos(90'>- ») = g» 
oder 

ÖD*= a''+ h'*+ 2o'6'cos(90»— *) ~p'. 



auf OD nach oben nnd 




Wenn man also Ton E aus EB = 
unten abträgt, so wird OG = a, OF 

Statt auf OA in ein Lot 
von der Länge OA zu errichten, 
kann man auch aaf OB in ein 
Lot OC von der Läi^e OB — V 
errichten, das mit OA den Winkel 
90"— fr bildet. Dann ergibt sich 
OD'=p und AC= q, imd wenn 
man EC nach beiden Seiten von 
E aus auf 01/ abträgt: 

0G-=a~ Or^b. 

In der Tat ist die zweite Figur 
OAB'C der ersten OCDB kon- 
gruent nnd kommt mit ihr zur 
Deckung, wenn man sie um 90" 

um den Punkt dreht. Dabei kommen auch E und E', F und F'f 
G und G' zur Deckung. Mithin stehen CG und AG' aufeinander 
senkrecht, und folglich sind BG und AG' einander parallel. Denkt 
mau sich nun eine Affiuitätsachse durch senkrecht zn BG und 
AG', also parallel zu BF und AI", so können A und B als affine 
Bilder von G' und O aufgefaßt werden, deren Abstände von der 
A^nitätsachse im Yerlulltnis ~ verkleinert sind. Denn die Abstände 
der Punkte B und G von der Affinitätsachse verhalten sich wie OF 
zu OG = b:a, und die Abstände der Punkte A, G' von der Affinitäts- 
achse verhalten sich wie OF': 0G''~' b : a. Ein Kreis, der mit dem 
Kadius a nm geschli^en würde, ginge also bei dieser affinen Ab- 
bildung in eine Ellipse über, die OA und OB zu konjugierten Halb- 
i hat. Die große Achse der Ellipse ist parallel FB und F'A. 
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Es seLen die Acbaai einea Bchiefwinkligien KootdinateiisTstems 
in die konjagierten Dnrchraesser einer Ellipse gelegt, deren LÄngen 
2a' fSi die jr-AdiM und 2b' für die y-Achae sind. Die Längeneinheit, 
in da- Abszisse und Ordinate gemessen sind, soll dieselbe sein. Denkt 
nun nch mm die Ellipse affin in einen Kreis rerwandrit, indem man 
die Ponkte ihre Al«tände Ton d«- großen Achse im Yeriültais a. b 
▼ergröBem ü£t, so geht das schiefwinklige Achsenkreuz in ein recht- 
Ttnkliges äher imd a and b' gehen in zwei anfeinander rechtwinklige 
Badien des Kteiües Sb^. Sind nun x, y die schiefwinklig«! Koordi- 
naten einea Punktes TOr der affinen Verwandlnng uod X, T die 
leebtwinkligen Eootdinaten des Punktes, in den jener Ponkt dnrch 
die afBne Verwandlung übergeht, so mnss«! jr, y nnd X, T durch 
die Glächongen 



znsanunenlüagen. Denn das längenrerlüiltnis paralleler Strecken 
bleibt bei affiner VerwaDdlong nngränderl Folglich T^'hält sich die 
Abszisse x zu der ihr parallelen Strecke a, wie die Abszisse X zu 
dem ihr paiallden Kreisiadins, und anal<^€s gilt fSr y. Xon ist 
iUmt die Gleichnng des Kreises in den reditwinkligen Koordinaten X, Y 



Mithin ist die Gleichung der Ellipse in den schiefwinkligen Koordinaten 

fi + ^-i. 

and ein Punkt x, y, f5r den 

1=^ a eanffy y-=fe'siny 

gesetzt wird, durchlänft, wenn 9 die Werte von bis 360** annimmt 
die ganze Ellipse. 

Umgekehrt muß jede Gleichung Ton der Form 



in der z nnd y schiefwinklige Koordinaten bedeuten, eine Ellipse 
darstellen, und die Achsen mfiasen konjogierte Durchmesser sein. 
Denn, wie wir oben sahen, können zwei konjugierte Halbmesser be- 
liebig angenommen werden, es gehört immer eine Ellipse dazu. 
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Nehmen wir nirn die konjugierten HalbmesBer gleich a' und V an 
und legen sie in die EoordinatenachBen, so ist die Oleichang der Ellipse 



Alle Punkte, die aof der Ellipse liegen, genügen dieser G-leichung 
und umgekehrt alle Punkte, die der Gleichung genügen, liegen auf 
der Ellipse. 

§ 21. Die allgemeine affine Abbildung eines Kreises. 

Wird ein Ereis auf beliebige Weise at^u abgebildet, so muß er 
in eine Ellipse übei^hen, und zwei aufeinander rechtwinklige Durch- 
messer müssen konjugierte Durchmesser der „ 
Ellipse werden. Um das zu zeigen, denke man 
sich zwei aufeinander rechtwinklige Kreisdurch- 
mesaer AB und CD. Von ii^end einem Punkte P 
fäHe man Lote PQ und FB. auf die beiden 
Durchmesser. Bei beliebiger affiner Abbildung 
müssen nun die LängeuTerbältnisse QP/MD und 
BP/MB nngeändert bleiben. Wählt man daher 
die Geraden, in die AB uud CD bei affiner Ab- 
bildung abergehen, zu Koordinatenachsen und 

bezeichnet die Längen der Strecken, in die MB und MD übergehen, 
mit a und 6' und die Koordinaten des Punktes, in den P übergeht, 
mit X, V, so ist 

a'~^ MB ' b' '^ MD ' 
und mithin 




d. h. der Kreis geht in eine Ellipse Über, und je zwei aufeinander 
senkrechte Durchmesser des Kreises müssen in konjugierte Durch- 
messer der Ellipse übei^ehen. 

Auf dieselbe Weise läßt sich zeigen, 
daß auch jedes affine Bild einer Ellipse 
wieder eine Ellipse (oder im speziellen 
Fall ein Kreis) ist. Wir betrachten zu 
dem Ende zwei konjugierte Durchmesser 
AB und CD der EUipse. Durch einen 
Punkt P der Ellipse ziehen wir Parallelen 
zu den Durchmessern, bis sie die Durch- 
messer schneiden. Wird nun die Figur 

Bang«, uulftliche Qeamslrie der Ebene. 
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affin abgebildet, eo bleiben wieder die Zjängenverhältniase paralleler 
Strecken ung^ndert. Machen wir die Geraden, in die AB und CD 
übergehen, zu Koordinatenachsen und bezeichnen die halben Längen 
der Strecken, in die sie übergehen, mit a' und b' und mit x, y die 
Koordinaten des Punktes, in die P Qbetgeht, so ist 

a- ^ MB ' 6' =: MD ' 

Aus der Gleichung der ersten Ellipse, bezogen auf die konjugierten 
DurchmesBer, folgt nun 

folglieh müssen x und y der Gleichung genügen 

d. h. das affine Büd der Ellipse ist wieder eine EUipse, und irgend- 
zwei konjugierte Durchmesser sind auch konjugierte Durchmesser 
der neuen Ellipse. 



§ 23. Die Scherung eines Kreises. 

Wir wollen die affine Änderung betrachten, 'die in recht- 
winkligen Koordinaten durch die Gleichungen 

a;' -» a; + ay. x = x' — ay' 

y' — y-, y~y' 

dargestellt wird. Wir nennen diese Änderung eine Scheerung. Sie 
ist dadurch ausgezeichnet, daß der F^heninhalt einer ebenen Figur 
sich bei der affinen Abbildung nicht ändert. Ein Kreis, der mit 
Radius l um den Anfangspunkt geschlagen ist, hat die Gleichung 

X* + y^ = r^. 

Durch die affine Abbildung geht er in eine Ellipse über, deren 
Gleichung in demselben Koordinatensystem ist: 

(jc'-ayj + y'-r^ 
oder 

x'*— 2ax'y' -\- (a*-f- 1)^**= r*. 

Jeder Punkt des Kreises verschiebt sich dabei parallel der 
d'-Achse um ein Stück, das seinem Abstände von der x-Achse pro- 
portional ist. Jede der a:- Achse parallele Kreissehne, z. B. AB, geht 
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in eine gleich lange, in derselben Geraden liegende Seline A'S' der 
Ellipse über. Der Kreisdiirclimesaer CD, der in die y-Achae ^llt, 
geht in den EllipsendurchmesBer CD' Über, der die EllipsenpnnMe 
verbindet, deren Ordinaten die äußersten ^ „, 

sind. Er ist dem Durchmesser konjugiert, 
der in die 3:- Achse fällt 

Um die Hauptachsen der Ellipse zu 
bestimmen, suchen wir ein solches Paar 
aufeinander senkrechter Kreisradien, das 
nach der affinen Abbildung aufeinander 
senkrecht bleibt. Sind ^„y, die Koordinaten 
eines Kreiapunktes P, ho ist der Punkt Q: 
— t/ijX^ der Endpunkt eines Badius, der 

auf dem zo %, tf^ gehörigen senkrecht steht. Bei affiner Abbildung 
gehen P und Q in die Punkte P', Q' über mit den Koordinaten 

P' : 3^1+ ayi, y^ 

Q'-. — Vi +ax^, x^. 

Sollen die beiden Vektoren OP' und OQ' aufeinander senkreclit 
stehen, so muß sein 

(a^i-l- oj^i) {—yi + ax^) + aTij/i = 

«K*— yl*) + «'*^!'l = 0■ 
Oder wenn wir den Richtungswinkel TOn OP einführen und 
3;^ = r cos y,, ^1 = *■ siu 9, 



oder 



oder 



cos*9j — sin*yj + a cos qoj sin qpj - 
cos 29), + -g sin 2^1 ■=■ 0. 



Bestimmen wir einen Winkel X, so daß tg ^^a/2 ist, so läßt sich 
die Gleichung durch Multiplikation mit cos/ auf die Form bringen 

COB{2ip^-X) = 0, 

so daß 2g)i gleich X plus einem ungeraden Vielfachen von 90* sein 
muß. Damit erhalten wir die beiden aufeinander senkrechten Kreis- 
durchmesser, die in die Hauptachsen der Ellipse Übergehen. 

Die Konstruktion kann so ausgeführt werden. Wenn der auf 
der a^-Achse senkrechte Kreisdurchmesser CD durch die aiSne Ab- 
bildung in CD' übei^ht, so halbiere man DU in E und tr^e die 
halbe Strecke nach der anderen Seite von D ab bis F. Dann ist 



oyGoot^Ie 



ff ffl J 


j jr 


^ 


/ 


V 


' s 




• 



84 IQ- IHc Imeuen EoordinatentranifonnBitioiieD. 

■^DOF = }., und der RichtungswiDkel des Vektors OF wird gleich 
90" + X. Die gesucht^! JßJ-eisdiircliineBeeF halbieren dann den Winkel 
■^ AOF und den Winkel -^ BOF. Man konstruiere die Halbierung- 
linie Ton ^ j1 OF und verlängere sie bis zum Schnitt G mit der 
Geraden Dlf. Ti^ man dami an G das 
Stück jDZ>' ab bis G', so ist OG' die eine 
Hauptachse der Ellipse. Um den auf OG' 
liegenden Ellipsenpuiikt zu finden, hat man 
durch den Kreispunkt P auf OG eine 
Parallele zur 3;- Achse zu ziehen bis zum 
Schnittpunkt P' mit OG'. Das entspricht 
der B«chnung, daß man aus den Koordi- 
Fig. si. naten Xi, y^ des Punktes P, die mit dem 

Wert von ^j gefunden sind, die Koordi- 
naten a^ + aifi, y, des Punktee P' berechnet. 

Eine Kurve, deren Qleichnng in beliebigen schief- oder recht- 
winkligen Koordinaten die Form 

Ax* + 2Bxy + Cy* = 1 

hat, wo A, B, C iigendwelche von x nnd y unabhängige Werte sein 
sollen, läBt sich, wenn A^O durch eine affine Abbildung von 
der Form 

af = X -\- ajf 

y -y 

in eine andere Kurve transformieren, deren Gleichung die Form 
annimmt: 

Ax* + C'y'^ = 1. 
Man braucht nur 

a-^- und C' = C-^ 
zu setzen, dann ist 

Ax"-\- C>'»- a[x + ^ y)'+ (0 - x) y' = Ax' + 2Bxy + CyK 

Wenn nun A und C beide positiv sind, so ist die neue Kurve eine 
lEllipse, und die Koordinatenacluen sind konjugierte Durchmesser. 
Mithin ist dann auch die ursprüngliche Kurve als affines Bild einer 
Ellipse wieder eine Ellipse und die Gerade, die bei der Abbildung der 
gegebenen EUipse in die y-Achse übei^eht, ist zur :r-Ächse kon- 
jagiert. Statt der Bedingung, daß A und C ■= G — -j- positiv 
8Mn sollen, können wir auch sagen, daß A und AG' = AC ~ B* 
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positiv sein solle». Wenn A und C beide n^^tiT sind, so kami 
die quadratische Form 

Äx* + C'y'" -Aa^+ 2Bxy + Cy^ 

nur n^ative Werte annehmen, und es gibt daher keine reellen Werte 
von X und y, welche die Sleichnng be&iedigen. Haben A und C 
entg^engesetztee Zeichen, ist also AC ^ AG — B' negativ, so kann 
die gegebene Kurve keine Ellipse aein. Denn wenn sie es ^re, so 
müßte auch die affine Kurve eine EUipse sein. Daß diese aber keine 
Ellipse ist, erkennt man daran, daß sie eich ins unendliche erstreckt. 
Ist z. B. C negativ und A positiv, so lassen sich zu jedem noch so 
großem Werte von y zwei ent^geogesetzte Werte von 3^ berechnen, 
welche die Gleichung erfüllen und mit y beliebig groß werden 



^-±-)A^, 



denn der Wert unter dem Wurzelzeichen ist für jedes y' positiv. 
Ist C positiv und A negativ, so gibt es zu jedem Werte von af 
zwei entgegengesetzte Werte von y', die mit j/ beliebig groß werden 



, t/1 — äx'* 



Die gegebene Kurve muß sich dann andi ins Unendliche erstrecken. 
Wir werden ihre Gestalt s[£ter zu erörtern haben. 



§ 23. Der Schnitt einer Geraden mit einer Ellipse. 

Es sei die Gleichung einer Ellipse in der Form 

? + f" = i 

gegeben, und es seien Pj : Xi, y^ und Pg : a^, y^ zwei Punkte^ von 
denen der eine innerhalb, der andere außerhalb der Ellipse liegen 
soll. Für den ersten muß — j + -?-,- — 1 negativ, für den zweiten 
positiv sein. Denn wenn man affin abbildet, indem mau 

ar'-a:, y'- ^- y 
setzt, so wird 

a* ■•" 6' " a'" 

Der Punkt ar/y,', in den x^yy übergeht, muß im Innern des Kreise 
liegen, in den die Ellipse übergeht, und der Punkt x^'y^' muß außer- 
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halb des Ereieee liegen. Daber ist ^^ — 1 für den ersten Punkt 
negativ and für den zweiten poaitiv. Wir wollen jetzt die Schnitt- 
punkte der Verbindungslinie der beiden Funkte mit der Ellipse be- 
rechnen. 

Zu dem Ende drücken wir die Gtleichung der Geraden zunächst 
in der Form 

(T = ar^H- «(a^ — a;,) = (1 — m)«, + wa;, 

y = »1 + «{y» -yO = (i -m)»! + «ä 

aus, wo w das Verhältnis der Vektoren J',P(P:a:,y) und PiPj be- 
zeichnet. 1 — u drückt das Verhältnis der Vektoren PPj und P^ P^ 
aus und m/1 — m mitbin das Verhältnis der Vektoren P, P und PP^ 
positiv, wenn beide gleich gerichtet sind, wenn also P zwischen P, 
und Pg li^t, negativ, wenn P außerhalb PjPj liegt. 

Wir setzen — X und demnach m = , [1 — m = - , , 

und schreiben die Gleichungen der Geraden 



Jedem Funkte der Geraden entspricht ein endlicher Wert von A außer 
dem Punkte a;^, j/j. Für l-^O liegt P bei P^. Wächst l, so rückt 
P von P^ nach P^ und ]kommt Pg näher und näher, je größer X 
wird. Für negative Werte von l zwischen und — 1 liegt P auf 
der Pj gegenüberliegenden Seite von P, und rückt immer weiter von 
Pi ab, je näher i an — 1 hinanrückt. Für negative Werte von l 
jenseits — 1, liegt P auf der Pj gegenüberliegenden Seite von Pg. 
P p Für X nahe an — 1 liegt P 

, r"T '■ ,- ' * , sehr weit und rückt an P, 

heran, wenn A absolut ge- 
nommen größer wird. Für 
sehr große negative Werte von X kommt P sehr nahe an Pj heran. 
Die Gerade zerfällt also in drei Teile 

1) A = bis A 1, P, bis ins Unendliche 

2) A = bis A =- + oo, P^ bis P^ 

3) A ™ — cx) bis — 1, Pj bis ins Unendliche. 

Damit das Entsprechen zwischen den Punkten der Geraden und den 
Werten von A eindeutig sei, müßten wir A = ± oo als einen Wert 
und das Unendlichferne der Geraden als einen Punkt betrachten, als 
ob die Gerade eine durchs Unendliche geschlossene Linie wäre. 
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Die Schnittpunkt« unserer Oeraden mit der Ellipse berechnen 
wir, in dem wir die Ausdrucke 

_ g. +}.x, _ y. + ly, 

1+1 ' * i+i 

in die Gleichong der Ellipse einsetzen: 

(s±j3)" + (jft+w _ (1 + j).. 

Das gibt nscti Potenzen von i. geordnet eine Gleichung 2"" Grades 
Ton der Form: 

V — '^^ j. y^Hi — ^ 

' a' "•■ b« ^ 

in der U positiv und W negativ ist. Die Gleichung liefert uns daher 
notwendig zwei reelle Waraeln 

Es seien nun die beiden Punkte Pi, Pj so gewählt, daß 7 = 



a^i^ I gl Vi 



-1-0. 



Buiu sind die beiden Werte von I einander entgegengesetzt, d. h. 
wenn S^ und 8^ die beiden Schnittpunkte mit der Ellipse sind, so 
mQsaen die Verlutltnisse 

'K^. "^^ ~S,P, 

einander gleich sein nnd einer der beiden Pnnkte S^, S^ muB inner- 
halb der andere außerhalb der Strecke P, Pj liegen. Die beiden 
Pnnktepaare spielen dabei dieselbe RoUe. Denn ans SiPJSiP^ 
^SiPJSjFt folgt auch SiPJStP^- S^FJS^P^, und wenn P^, P^ 
durch iSj, jSj getrennt werden, so werden auch S^, 5, durch Pj, Pj ge- 
trennt. Von zwei Punktpaaren einer Geraden, die so zueinander liegen, 
sagen wir, daß sie zueinander harmonisch sind. Die Gleichung 

?!?. + !i^. _ 1 _ 

ist die notwendige nnd hinreichende Bedingung für die harmonische 
Lage der Pnnkte Pj, Pg nnd der Schnittpunkte jS;, jSj. Wenn Pj sehr 



oyGoot^Ie 



88 HL Die lineuen KooidinatentranEfonnationeii. 

weit w^liegt, im Verhältnis zu den Entfernungen S^i*, tmd Sji*,, so 
müssen diese bis auf einen kleinen Bmehtetl ihres Betn^s einander 
gleich sein. Denn es ist 



Ä^„^^ oder Ml _ ^^. ±A^ _ 1 + A^ 



Wir wollen das so ansdrücken: rückt von dem einen Punktepaar ein 
Punkt ins Unendliche, so maß der andere Punkt in die Mitte zwischen 
die Punkte des anderen Paares rücken. 



§ 24. Pol und Polare. 

Halten wir einen der Punkte Pj, P,J z, B. Pj fest, während wir 
dem anderen nur die Bedingung F—O auferl^en, so erhalten wir 
die Gleichung einer Geraden 

Sie ist der geometrische Ort aller Punkte P, die mit P, harmonisch 
liegen zu den Schnittpunkten ihrer Verbindungslinie PP, mit der Ellipse. 
Wir nennen diese Gerade die Polare des Punktes P^: XJ,y^ in bezug 
auf die Ellipse und den Punkt P, den Pol der Geraden ^+^—1-^0 
in bezug auf die ELLipse. Jedem Punkte Pjia;,,!/,, m^ er innerhalb 
oder anBerbalb oder auf der Ellipse liegen, entspricht eine und nur 
eine Polare mit Ausnahme des Mittelpunktes der Ellipse a:, — 0, y^ — 0. 
Wenn P^ sich dem Mittelpunkt der EllipSe, nähert, so rückt seine 
Polare immer weiter fort, Denn wenn wir xjn, yjn an Stelle von 
3^1, ^^ setzen, gleichzeitig aber nx, ny an Stelle von x, y, so bleibt 
die Gleichung der Polare befriedigt. Für große Werte ron » be- 
deutet das, daß der Pol seine Eutfemung vom Mittelpunkt auf — 
verkleinert, während jeder Punkt der Polaren seine Entfernung auf 
das «-fache vergrößert. Wir wollen daher s^en, die Polare des Mittel- 
punktes der Ellipse liege im Unendlichen, und das Unendlichfeme 
bilde die Polare des Mittelpunktes. Jeder Geraden, die nicht durch 
den Mittelpunkt geht, entspricht ein im Endlichen liegender Pol; 
denn jede solche Gerade besitzt eine Gleichung von der Form 

Ax-\-By + G-'0, 
wo C von Null verschieden ist, weil a; = 0, y = die Gleichung 
nicht befriedigt. Sie kann daher durch Division mit — C auf die 
Form 

Äx-\-B'y-1^0 
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gebracht werden, und man hat nun x^ — A!a\ y^ ~ S'b'' za setzen; 
dann iet der Punkt x,,yj^ der Pol der Geraiien. 

Für eine Gerade, die sehr nahe am Nullpunkt vorbeigeht, liegt 
der Pol sehr weit entfernt; denn wenn wir in der Gleichung der Ge- 
raden — , — statt X, y und gleichzeitig »a:,, ny^ an Stelle von x^y^ 
setzen, so bleibt sie befriedigt. D. h. wenn die Punkte der Geraden 
auf — ihrer Entfernung sich dem Nullpunkt nähern, so rKckt der 
Pol auf das n-fache seiner Entfernung vom Mittelpunkt ab. Wenn 
die Gerade parallel mit sieh verschoben wird, bis sie durch den Null- 
punkt gebt, so muß der Pol in einer bestimmten Richtung ins Un-' 
endliche rücken. Wenn die Gerade von der anderen Seite an den 
Nullpunkt herangerückt wird, so rückt der Fol in der ent^^engesetzten 
Kichtung ins unendliche. 

Liegt der Pol auf der Ellipse, so fällt die Polare mit der Tan- 
gente im Fol zusammen; denn wie wir oben fanden, ist die Gleichung 
der Tangente, die im Funkte x^y^ berührt, 

af + s'-i-o 

übereinstimmend mit der Gleichung der Polaren. Liegt der Pol im 
Innern der Ellipse, so fällt die Polare ganz außerhalb, deun jeder 
Punkt der Polaren muß mit dem Pol rerbunden durch einen Schnitt- 
punkt Ton ihm getrennt sein. Liegt der Pol dagegen außerhalb der 
Ellipse, so schneidet die Polare die Ellipse. Denn jede diu-ch den 
Pol gelegte Gerade, welche die Ellipse schneidet, muß zwischen den 
Schnittpunkten einen Punkt der Polaren enthalten. 

Zieht man von dem außerhalb der Ellipse gelegenen Pol Tangenten 
an die Ellipse, so müssen ihre Berührungspunkte auf der Polaren 
liegen. Denn die Tangenten sind gerade Linien, für welche die beiden 
Schnittpunkte mit der Ellipse zusameu gefallen sind. Da nun für 
irgendeine durch den Pol gelegte Gerade, welche die Ellipse schneidet, 
der vierte harmonische Punkt zwischen den beiden Schnittpunkten 
liegt, so muß er, wenn die Schnittpunkte zusammenfallen, ebenfalls 
mit ihnen zusammenfallen. 

Liegt ein Punkt P, auf der Polaren des Punktes P^, so liegt 
auch Pj auf der Polaren von Pj. Denn die Gleichung 
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führt, wenn wir a; = a^, y ^y^ setzen, auf dieselbe Bedingung, wie 
die Gleichung 
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wenn wir darin x ^-x^, y — yi setzen, die Bedingung, durch die eben 
au^edrOckt wird, daB P^ und P, harmonisch zn den Schnittpunkten 
ihrer Terbindungsgeraden mit der Ellipse liegen. 

Rfickt der Funkt P, in einer bestimmten Richtung ins Unend- 
liche, so werden die beiden Tangenten, die von ihm an die Ellipse 
gezogen werden können, einander und der Richtung parallel, in der 
der Ponkt ins Unendliche rDckt. Die Polare des Punktes geht in 
den Durchmesser der Ellipse über, der jener Richtung konjugiert ist. 
Wir wollen das so ansdrflcken, daß wir sagen: die Polare des unend- 
lichfemen Punktes eines DurchmesserB ist der konjugierte Durch- 
messer. Wir reden nur von einem unendlich fernen Punkt, als ob 
die gerade Linie durch dos Unendliche geschlossen wäre. Damit soll 
nichts Sber das Unendliche ausgesagt werden, sondern es ist nur ein 
bequemer Sprachgebrauch, um jeder Polaren einen Pol zuweisen zu 
können. Wir werden später sehen, daß dieser Sprachgebrauch auch 
in anderer Beziehung seine Vorteile hat. 

Wenn ein Punkt P eine gerade Linie g beschreibt, so dreht sich 
seine Polare p um einen festen Punkt G, den Pol jener geraden Linie. 
Denn wenn P auf der Polaren von G liegt, so muß auch die Polare 
von P den Punkt G enthalten. Zu jedem Funkt der geraden Linie g 
gehört eine dnrch G laufende gerade Linie, nnd umgekehrt zu jeder 
durch G laufenden geraden Linie gehört ein Punkt der Geraden g. 
Dabei tun wir wieder so, als ob die Gerade g durch das Unendliche 
geschloBsen wäre, nnd reden Ton dem uuendlichfernen Punkt der Ge- 
raden g. Ihm entspricht der durch G laufende Durchmesser der 
Ellipse. Ohne diesen abkürzenden Sprachgebrauch wäre die Be-. 
Schreibung der Beziehung zwischen den durch G laufenden Geraden 
und den Punkten von g viel umständlicher. Wir maßten sagen, daß 
wenn P auf der Geraden g weiter und weiter weg nach der einen 
oder nach der andern Seite rückt, seine Polare mit dem durch G 
laufenden Durchmesser immer kleinere und kleinere Winkel bildet. 

Die Gesamtheit der durch G laufenden Geraden nennen wir ein 
Strahlenbüschel G. Die Gesamtheit der Punkte der Geraden g nennen 
wir eine Punktreihe g, wobei das Unendlichferae als ein einziger 
Funkt gerechnet wird. Zwischen der Funktreihe g und dem Strahlen- 
büschel G besteht eine ein-eindeutige Beziehung, d. h. jedem Punkte 
der Punktreihe entspricht ein und nur ein Strahl des Strahlen büschels. 

§ 25. Pol und Polare beim Kreise. 

Bei afBner Abbildung einer Ellipse, eines Pols und der zuge- 
hörigen Polaren geht die Ellipse in eine andere Ellipse (oder im 
speziellen Falle in einen Kreis) über, und Pol und PoWe können in 
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einen anderen Punkt und eine andere Gerade Übei^ehen. Aber die 
Gerade mnß wieder in bezog auf die neue Ellipse die Polare des 
Punktes sein. Wir wollen uns die Ellipse nun affin in einen KreiB 
abgebildet denken, um die Beziebung von Fol und Polaren beim 
Kreise zu studieren und nachher die gefundenen Sätze auf die Ellipse 
zu übertragen. 

Es liege zunächst der Pol P außerhalb des Kreises. Dann ist 
die Polare p die Verbindungslinie der beiden Berührungspunkte Ä, B 
der von F an den Kreis gezogenen Tangenten. Die VerbindungB- 
gerade PM schneidet die Sehne AB 
in der Mitte P' und den Kreis in S 
nnd S'. MS ist das geometrische Mittel 
zwischen MP' und MP. Denn es ist 
^3PBM-^^MP'B und daher MP-.MB 
= MB:MP'. In der affinen Figur 
brauchen zwar die Dreiecke nicht mehr 
einander ähnlich zu sein; aber gleich- 
gerichtete Strecken behalten dasselbe 
Längenrerhältnis und daher bleibt 
MP/M8= MS/MP' auch nach der affinen Abbildung bestehen. Es 
ist übrigens die Oleichung gleichwertig mit der Angabe, daß P und 
P' zu S und S' harmonisch liegen. Denn setzen wir MP' = a, 
MP — b, MS = r, 80 läßt sich die harmonische Lage durch die 
Gleichnng ausdrücken: 

r-a b-r 

r + a~ b+r' 

und diese Gleichung führt, wenn mit den Nennern multipliziert wird 
and die gleichen Glieder links und rechts we^ehoben werden, auf 

— ö6 + r*= «6 — r* oder 2r' = 2ab. 
Wir wollen nun durch P eine beliebige Gerade legen, die den Kreis 
in den Punkten T und 2", die Sehne AB in dem Punkte Q schneidet. 
Die Punkte T und T' liegen harmonisch an P und Q. Wir wollen 
versnchen, die Gleichung des Kreises in einer solchen Form zu schreiben, 
bei der dieser Umstand unmittelbar ersichtlich ist. Zu dem Ende 
führen wir anstatt rechtwinkliger oder schiefwinkliger Koordinaten 
znr Bestimmung der Lage eines Punktes T die folgenden beiden Be- 



tt = ±TQ/PT, V='±P-Q/P'B. 

Dabei soll « positiv genommen werden, weim T zwischen P und Q 
liegt, negativ, wenn es außerhalb der Strecke PQ liegt, und v soll 
positiv oder negativ genommen werden, je nachdem Q auf der einen 
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oder andern Seite der Geraden PM liegt. Durch die Wert« Ton u 
und V ist jeder Punkt der Ebene gegeben; v allein bestimmt seine 
Verbindungslinie mit dem Punkte F, indem es den Schnittpunkt dieser 
Linie mit der festen Geraden AS festlegt, und u bestimmt die Lage 
dea Punktee auf der Verbindongslinie. Nur der Punkt P selbst, läßt 
sich nicht durch ein endliches Wertepaar u, v ausdrücken. Denn in 
P wird M unendlich, während v jeden beliebigen Wert haben kann. 

Wenn wir die Gleichung des Kreises in u und v gefunden haben, 
so werden wir unseren Zweck erreichen, unmittelbar ans der Gleichung 
zu ersehen, daß T und T' zu P und Q harmonisch liegen. Denn 
den beiden Punkten T und 2" entspricht der gleiche Wert von v, 
der zwischen — 1 und + 1 liegen muß, aber es entsprechen ihnen 
entgegengesetzte Werte von u. Die Gleichung des Kreises muß des- 
halb für jeden Wert von v zwischen — 1 und + 1 zwei einander 
entgegengesetzte Werte von u liefern. 

Um die Gleichung des Kreises in u und v xa bilden, suchen wir 
zunächst den Zusammenhalt von u und v mit rechtwinkligen Ko- 
ordinaten X, y. Die 3;-Ächse soll dabei in der Geraden PM, die 
^-Ächse in der Geraden AB liegen. Bezeichnen wir MP' mit c und 
PP' mit e und nehmen die positive Richtung der x-Ächse von M 
nach P, so wird zunächst 



Das Zeichen von y wählen wir übereinstimmend mit dem von v und 
haben, wenn wir P'B = b setzen, offenbar 

, e , a X b 

bv^ y oder — — ■ — 

und umgekehrt, wenn wir x und y durch u und v ausdrücken, 



In X und y lautet die Gleichung des Kreises nun: 

{x -f cf -f y* = a' (wo a der Kadius des Kreises ist). 
Mithin wird 

(cH -I- c(l -!- u))* + 6 V = «»(1 -f m)*. 

Wir wissen schon im Voraus, daß diese Gleichung für jeden Wert 
von V zwischen -|- 1 und — 1 zwei entgegengesetzte Werte von w 
liefern muß. Da sie in m vom zweiten Grade ist, so muß sich daher 
das Glied mit der ersten Potenz von u wegheben. In der Tat ist 

2c(fi + <:)« = 2a^M, 
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SO daß die Gleichung zwischen « und t 

oder, da o^ — 6' -|- c' und (e + c)* — a^ ■- 
Tangente FB = PA gesehrieben ist, 



Man erkennt, daß diese Gleichung für jeden Wert von v zwischen 



die Form annimmt 
= P, wo l für die Länge der 



nnd -|- 1 zwei entgegengesetzte Werte 
sprechen zwei Punkten T, T, die zu P und 
Q liarmonisch liegen. Für u = ± 1 werden 
die beiden Werte von w beide gleich Null, und 
für r > 1 oder « < — 1 ergeben sich keine 
reellen Werte von m. 

In ähnlicher Weise wollen wir auch den 
Fall behandeln, wo P im Innern des Kreises 
liegt, and an die Stelle der Geraden AB nun 
die Polare von P tritt, die jetzt ganz außer- 
halb des Kreises verläuft. Die Größen u und 
c sollen analog wie oben definiert werden: 



Sie ent- 




Ao Stelle von fc der Länge der halben Sehne AB ist jetzt die Größe 
y«*— o* getreten, Daa ist insofern analog als im erstenFallei— V'«*— c* 
war, während jetzt c'> a und daher y'c* — d^ genommen wird. Wir 
bezeichnen "j/e* — a* mit ft und denken uns h von P' aus auf der 
Geraden P'© abgetragen P'C=yc* — a*, so daß v als Verhältnis 
paralleler Strecken definiert ist. 

Legen wir die a^-Ächse durch P' in die Richtung T' M, und die 
jf-Achse in die Gerade P'^, so haben wir wie oben 

wobei wir das Zeichen von y mit dem von v übereinstimmend fest- 
setzen. 

Aus diesen beiden Ausdrücken folgt ebenso wie oben 



Die Gleichung des Krc 



«3 ist jetzt 
{x — cy + y* ■= a*. 
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Durch Substitation iet Ausdrücke Ton x and y la u und v geht sie 
aber iB 

(ei* — c(l + u))» + ft'o» - a*(l + «)». 

Bas Glied mit der ersten Potenz von u hebt sich auf beiden Seiten 
weg, da 

2(c — e)cu = 2a^u, 
und es ergibt sich 

({c-e)«-o')M»+fcV=a»-c'. 

a'— (c— e)* möge mit P bezeichnet werden, analog wie oben (c+c)*— a* 
mit P bezeichnet worde. Es ist ± /^ jedesmal die Potenz des Punktes P 
in bezog auf den Ereis nur positiv wenn P aoBerhalb, negativ wenn 
P innerhalb des Kreises liegt. Setzen wir noch c* — ö* = ft*, so wird 
die Oleichong 

-M«»+6V b'. 

Für jeden Wert von v erhalten wir wieder zwei einander entgegen- 
gesetzte Werte von u, entsprechend der Tatsache, daß die beiden 
Schnittpunkte T, T' der Geraden PQ mit dem Kreise za P und Q 
harmonisch liegen. 

Denken wir uns nun die Figur affin geändert, wobei wir alle 
Buchstaben beibehalten. Die Werte u und v sind als Verhältnisse 
gleichgerichteter Strecken definiert. Sie behalten daher bei affiner 
Abbildung ihre Werte unverändert bei. Bei passender Wahl des 
^^ Punktes P innerhalb oder außer- 

r^.,^ ~ --^^^^ halb des Kreises geht P in jeden 

voigeschriebenen Pnnkt inner- 
halb oder außerhalb der Ellipse 
Über. Jf muß zum Mittelpunkt 
der Ellipse werden, und die 
y-Ächse muß die Polare des 
Punktes P bleiben. 
¥ie. M. Damit haben wir fönendes 

gezeigt. Es sei P ein beliebig 
gegebener Punkt außerhalb einer Ellipse uod AB seine Polare. Wenn 
wir dann an Stelle der Koordinaten die Bestimmungsetücke u und v 
analog wie oben durch die Streckenverhältnisse definieren: 

^ = ±IQ/PT, v = ±P'Q/P'B, 
80 ist die Gleichung der Ellipse in der Form darstellbar 

Dabei ist ± ß/a der Wert, den u für v = annimmt, d. h. es ist 
ß/a - SP'/PS. 




oyGoot^Ie 



§ 25. Pol nnd PoUro beim Kr«iae. 



95 



Sei uidererseits P ein gegebener, inneriialb der Ellipse liegender 
Punkt, P'C seine Polare und P' M der durch ihn laufende Durch- 
messer. Wenn wir dann die Größen u und v für einen beliebigen 
Punkt T durch die StreckenverhältniBse definieren: 






P'Q 



1 der Form darstellbar 




so ist die ßleichung der Ellipse ii 

Für f — wird wieder m — ± ßja; 
folglich ist ß/tt^-SP'/PS. Der 
Punkt C ist definiert als affines 
Bild des Punktes C in der ent- 
sprechenden Kreiefigur. Würden 
wir statt C für die Definition von v 
einen anderen Punkt wählen, so 
würde V sich um einen konstanten tik. si. 

Faktor ändern, and daher würde 

die GleichuDg der Ellipse nur darin sieh ändern, daß das Glied mit 
v" statt ß* einen anderen positiven Faktor y* erhielte. 

Der Wert ß/a, den u für v ^ annimmt, ist in dem ersten Fall, 
wo die Gleichung der Ellipse die Form 

hat, der größte Wert den ti auf der Ellipse annehmen kann. Sobald 
t> von Null verschieden ist, wird der Wert von «* kleiner. Im zweiten 
Fall ist dagegen ß/a der kleinste Wert den u absolut genommen an- 
nehmen kann. Denn es ist 

Daher wird m' größer als ß^/a^, sobald v von Null verschieden ist. 
Der absolute Betrag von ß/a muß im ersten Falle kleiner, im zweiten 
größer als Eins sein. Denn der Punkt S liegt dem Punkt P' im 
ersten Falle lüiher als dem Punkte P, wie man sogleich erkennt, wenn 
man den Punkt S' betrachtet, in dem die Gerade PP' die Ellipse 
zum zweiten Male schneidet. S' und ;S liegen zu Pund P' harmonisch. 
Im zweiten Falle dagegen haben P und P' ihre L^en vertauscht^ 
und S Hegt dem Punkte P näher, und folglich ist ß/a jetzt dem ab- 
soluten Betrage nach größer als Eins. Daraus ergibt sich, daß, wenn 
man von der Gleichung 
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(1) iV+ßH'- ff 
oder 

(2) _(^„i+^V=-/3» 

ansgebt und u und t> die oben festgesetzten Bedeutnogen haben läßt, 
nur dann eine Ellipse d&durcb dargestellt wird, wenn im ersten Falle 
ß*<a^ nnd im zweiten Falle ^' > a* ist, Oder, wie wir es auch 
aiudrScken können, es darf nicht möglich sein, die Gileichung durch 
den Wert u' — 1 zu be&iedigen. Im ersten Falle gäbe das nämlich 

im zweiten Falle 

Beide Male wtlrde das also auf die unmögliche Forderung fahren, 
daß ^v' negatiT sein sollte. Wenn dagegen die Bedingung ß* < «* 
reep. /J'> a* nicht erfallt wäre, so, würde es möglich sein, die Glei- 
chungen durch u^ = 1 zQ befriedigen. Die so erhaltenen Kurven 
können aber keine Ellipsen sein. Was es für Kurven sind, werden 
wir später untersuchen. Die geometrische Bedeutung von u'= 1 oder 
u — ± 1 ist die, daß der eine der beiden Punkt« T und T' ins Un- 
endliche fällt. Die neuen Kurven mässen sieb also ins Unendliche 
erstrecken. 

Sei K ein Punkt im Innern eines Kreises mit dem Mittelpunkt 
M, SC seine Polare in bezug auf den Kreis, und 3 der FnBpunkt 
des von K auf die Polare gefällten 
Lotes. Eine beliebige Gerade, die wir 
durch K legen, schneide -die Polare 
in Q. Dann muß der Pol der G^eraden 
KQ auf der Polaren von E liegen. 
Andererseits liegt der Pol von QK auf 
der Yerlängerung des Lotes, das man 
von M auf QK fallen kann. Wir er- 
halten mithin den Pol Q' der Geraden 
QE als Schnittpunkt der Geraden HQ 
mit der Geraden MQ', die auf QK senk- 
recht steht. Das Dreieck QKQ' ist ein 
Fig. SS. Polardreieck. Jede Seite ist die Polare 

der g^enüberliegenden Ecke. Denn auch 
die Seite KQ' muß ihren Pol in Q haben, weil der Pol von KQ' so- 
wohl auf der Polaren von Q'{KQ) wie auf der von K(QQ') liegen 
muß. Daraus folgt, daß Q'K auf MQ senkrecht stehen muß, ebenso 
wie QK auf M(^ senkrecht steht. 
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Läfit man die Gerade KQ Bich am K drehen, bo daß Q sich auf 
der Polaren von K veracliiebt, eo dreht eich die Polare von Q (KQ^) 
ebenfalls um K, und der Punkt ^ verschiebt sich auf der Polaren 
von K. 

Der Zusammenhang der Lagen von Q und ^ läßt sich sehr ein- 
&ch darstellen durch die Betrachtung der ähnlichen rechtwinkligen 
Dreiecke Q3K und Q^HM oder QHM und Q'SK. Aus der Ähn- 
lichkeit folgt die Proportion 

SQ:SE^EM:HQ' 
oder 

HK ■ HM 
Die Längen SQ und SQ* sind also einander reziprok. Wenn 
Q eich von H entfernt, so rückt Qf aa H hinan. Das Terhältnis, in 
dem die Entfernung SQ sich vergrößert, ist gleich dem Verlültnis, 
in dem die Entfernung H(/ sich verkleinert. Wenn einer der beiden 
Pnnkte Q, Q' in S hineinrückt, so rückt der andere ine Unendliche. 
Wir tri^n nun auf der Geraden EQ die Länge SC = YRK MM 
ab, eo daß 



Diese Relation wird bei affiner AbbUdang bwtehen bleiben. 

Sei K ein Punkt außerhalb des Ereiees und A und B die 
Schnittpunkte seiner Polare mit dem Kreise. 
Wir denken uns wieder eine beliebige Gerade 
durch K gezogen, die seine Polare in Q 
schneidet. Der Pol ^ der Geraden KQ 
liegt auf der Polaren AB von K, and es 
muß wie oben MQ senkrecht zu K^ und 
MQ" senkrecht zn KQ sein. Den Schnitt- 
pnnkt von MK mit AB bezeichnen wir 
mit S. Das Dreieck EQQ' ist wieder ein 
Polardreieck. Halten wir K fest und ver- 
schieben Q auf der Polaren von K, so ver- 
schiebt sich auch Q\ und aus den ähnlichen 

rechtwinkligen Dreiecken QKH und MQ'S oder ^KS ond MQB. 
folgt die Proportion 

MQ : HK = HM : HQ^ , 
oder 

HKEM~ 
oder 

SQ SQ ' _ 
HB HB 

Bunge, ■lulj'llich« Oeometrls d«i EHieiu. 
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SQ und SQf sind auch hier einftnder reziprok; wenn sich Q von S 
entfernt, so rfickt ^ auf S zn und umgekehrt. Aher Q tmd (/ 
liegen jetzt auf denelben Seite von S und bewegen sich daher 
g^en^nfig, während sie sich im ersten Fall gleichläafig bewegten, 
wo sie anf entgegengesetzten Seiten von S l^;en. Fallt Q mit B 
znssmm^ so fällt auch Q' in denaelb^i Punkt and ebenso fallen Q 
und Q' im Funkte A znsammen. 



§ 26. Die Involution auf der Geraden. 

Die Beziehung der Punkte Q und Q' nennen wir eine InTolution 
der Funkte einer Geraden oder eine geradlinige Involution. Den 
beiden Fällen entsprechend unterscheiden wir eine gleichläufige und 
eine g^en^nfige Involntion. Bei beiden Involutionen existiert eine 
lÄnge b, so daB 

6' ~ ^' 

aber bei der gleichläufigen sind HQ and SQ' entg^engesetzt ge- 
richtet, bei der gegenläufigen sind sie ^eichgerichtet Bei der gegen- 
läufigen kommt es zweimal vor, daß Q und Q" in 
einen Punkt zusammenfallen, bei A und bei B. 
Wir nennen diese Punkte die Doppelpunkte der 
Involution. Die gleichläufige Involution bat dag^ea 
keine Doppelpunkte. 

Statt der oben g^ebenen Konstruktion kann 
man, nm Q^ aus Q zn finden, noch etwas einfacher 
rerfahren. Man tr^t die Länge b senkrecht zn SQ 
von S aus ab {ME"). Für die gleichläufige In- 
volution findet man <^ dann, indem man auf QB" 
in S' ein Lot errichtet. Für die gegenläufige In- 
volution würde man die so gefundene Länge von SQf 
von H aus nach der Seite von Q abzutragen haben. 
Bei afßner Abbildung der Ereisfignr bleiben die Verhältnisse 
gleichgericbtet«r Strecken ungeändert. Die Gleichungen 



bleiben daher bestehen, wenn wir die affin g^lnderten Punkte mit 
denselben Buchstaben bezeichnen. Daraas erhalten wir für die Ellipse 
den folgenden Satz: 

Hält man die eine Ecke eines Polardreiecks fest, so bilden die 
möglichen uideren beiden Ecken eine geradlinige Involution auf der 
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Polaren der festgehaltenen Ecke. Der Funkt H ist der Schnittpunkt 
der Polaren mit dem durch die festgehaltene Ecke laufenden Durch- 
messer der Ellipse. Auf jeder Geraden wird auf diese Weise durch 
die Ellipse eine Involution bestimmt, mit Ausnahme der Tangenten 
der Ellipse. In diesem Falle entartet die iDvolntion dadurch, daß 
zwei Ecken des Polardreiecks in dem Berührungspunkt zusammen- 
fallen. Schneidet eine Gerade die Ellipse, so sind die Schnittpunkte 
die Doppelpunkte der Involution. 

Wenn zwei Punktepaare einer Involntion g^eben sind, so ist 
dadurch die luTolution bestimmt. Sind nämlich a^, ß^ die Abszissen 
eines Punktepaares und a^, ß^ die eines zweiten, so findet man die 
Abszisse x des Punktes H durch die Bedingung 

oder 

«ift - (% + ft)* - «sft ~ (oj + ßt)x, 

Je nachdem dann dieser Wert Ton x zwischen cc und ß liegt 
oder nicht, hat man es mit einer gleichläufigen oder einer gegen- 
läufigen Involution zu tun. 

Die Abszissen a, ß irgend eines dritten Punktepaares der In- 
Tolntion genügen dann der Gleichung 

(x-«)(i-«-(ä.-«,)(i-/S,), 

WO für X der oben gefundene Wert einznsetzen ist. 



§ 27. Die perspektivische Änderung ebener Figuren. 

Aufier den bisher betrachteten ähnlichen und affinen Änderungen 
einer ebenen Figur haben wir nun noch die perspektivische Änderung 
zu betrachten. Wir denken uns jeden Punkt der ebenen Figur mit 
einem festen Punkt, dem ProjektiouBzentrum, außerhalb ihrer Ebene 
verbunden und schneiden dieses Strahlcnbündel durch eine zweite 
Ebene, die nicht durch den festen Funkt geht. Die in dieser Ebene 
dadurch entstehende Figur und die gegebene Figur heißen zueinander 
perspektiv. Diese Definition ist allgemeiner als das, was man in der 
Malerei unter perspektivischer Abbildui^ der ebenen Figur versteht. 
Denkt man sieh nämlich in dem festen Punkte das Auge eines 
Zeichners, der auf seine Zeichenebene ein perspektivischeB Bild einer 
ebenen Figur entwirft, so muß für die richtige perspektivische Ab- 
bildung die Zeichenebene so vor das Auge gestellt werden können, 
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daß jeder Ponkt sich scheinbar, mit seinem Bilde deckt. Bei der 
mathematlBchen AuffasBung der perBpektiven Abbildung ist nnr er- 
forderlich, daß der Punkt mit seinem Bilde und dem Auge auf einer 
Geraden liege, and es ist nicht auBgeschloBaen, daß der Punkt und 
sein Bild auf verBchiedenen Seiten des Auges liegen. 

Jede gerade Linie der ebenen Figur wird perspektiTiBch wieder 
als gerade Linie abgebildet. Denn die Strahlen, die vom Projektions- 
zentrom zu den Punkten der geraden Linie laufen, liegen in einer 
Ebene. Die Schnittlinie dieser Ebene mit der Bildebene ist das Bild 
der geraden Linie. Die gerade Linie schneidet ihr Bild auf der 
Schnittlinie der gegebenen Ebene mit der Bildebene. Wir neunen 
diese Schnittlinie die Eollineationsachse der perspektivischen Abbildung. 
Jeder ihrer Punkte fällt mit seinem Bilde zusammen. Eine gerade 
Linie der ebenen Figur, die der Kollineationsachse parallel ist, wird 
auch nach der Abbildung ihr parallel sein, oder anders ausgedrückt, 
die gerade Linie und ihr Bild schneiden die EoUineationsaohse im 
Unendlichen. 

Wir wollen nun zunächst die perspektivische Abbildung einer 
geraden Linie studieren. 

Es sei C das Projektionszentrum und CPP' ein beliebiger durch 
das Zentrum gehender Strahl. OP sei eine gerade Linie der abzu- 
bildenden ebenen Figur und OV das Bild dieser 
geraden Linie Der Punkt ist der Schnittpunkt 
der Geraden mit der Eollineationsachse. Machen 
wir auf jeder der beiden Geraden zum An- 
fangspunkt und bezeichnen wir OP mit x nnd 
OP" mit x. Wie müssen dann x und x' zusammen- 
hängen, wenn die zugehörigen Punkte, z. B, P 
und P" perspektivisch liegen sollen? Wir wollen 
uns die Geraden OP und OP" als schiefwinklige 
Koordinatenachsen denken. Der Punkt P hat 
dann die Koordinaten x, o; der Punkt F" die 
Koordinaten o, x . Die Koordinaten des Punktes C bezeichnen wir 
mit a, a. Dann sind die Komponenten des Vektors PC gleich 

a~ X, a' 
und die Komponenten des Vektors PC gleich 

a, a — x' . 
Die Bedingung, daß die beiden Vektoren einander gleich oder ent- 
gegengesetzt gerichtet sind, so daß P, P', C in eine gerade Linie 
fallen, ist 

— — — oder (o' — x') (a~ x) = aa' , 
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oder wenn man ausmultiplizierb und durch xx' dividiert: 

^ + 7-1- 

Wenn x unendlich wird, so wird x' — o', und wenn x' unendlich 
wird, so wird a; -= a. Das Unendlichferne einer Qeraden wird also 
perspektivisch in einem einzigen Punkt abgebildet, und ein bestimmter 
Punkt geht bei der Abbildung ins Unendlichfeme aber. Daraus ist 
der Sprachgebrauch entstanden, von dem unendlich fernen Punkt 
einer Geraden zu reden und so zu sprechen, als ob die Gerade eine 
geschlossene Kurve wäre. Wenn man in dem perspektivischen Bilde 
Über den Punkt hinüberräckt, der dem ünendlichfemen der Geraden 
entspricht, so rückt der entsprechende Punkt der Gerad^i auf der 
einen Seite ins Unendliche und kommt von der anderen Seite aus 
dem Unendlichen wieder heraus. Wir würden, indem wir uns der 
Redeweise bedienen, ei^en, jedem Punkt der Geraden entspricht bei 
der perspektivischen Abbildung ein Punkt ihres Bildes und umgekehrt. 
Ohne diese Redeweise dürften wir df^egen den Satz nicht ohne Ein- 
schränkung aussprechen, eben weil es einen Bildpunkt gibt, dem kein 
Punkt der Geraden im gewöhnlichen Sinne entspricht. 

Wenn wir die Abszissen auf den beiden Geraden nicht von dem 
Punkte aus messen würden, sondern von zwei beliebig auf ihnen 
angenommenen Funkten B und S, deren Abszissen von aus ge- 
messen h und h' sind, ao würden die neuen Abszissen m, u' mit den 
alten durch die Gleichungen 

x = 6-|-«, a;'=J' + M' 

zusammenhängen, und die Beziehung, die wir zwischen x und x' 
fonden 

(a — x) (a' ~ x') = aa , 

würde in eine Beziehung zwischen « und w' Obergehen 

(Ä-u){A--u)^aa, (woÄ = a~i, A'^a'-h"). 

Hätten wir die Punkte B und B' so gewählt, daß sie wieder 
einander perspektivisch entsprechen, ao müßte für m = auch «' = 
sein und wir hätten AÄ'= aa'. Damit würde die Gleichung zwischen 
M und m' genau die Form annehmen, wie die zwischen x und x'. 
Sind df^gen B und B' nicht perspektivisch zu einander, so wird 
AA' von aa' verschieden aein. 

Die Gleichung 

iA~u)(A'-u)=- aa- 
lst nur eine andere Form für eine Beziebui^ von der Gestalt 
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wo tt, ß, y, S beliebig« Konstante Bind. Denn man kann schreiben 

"Mr^ + 'i + ß- "' 
vu + a 
oder 

„■)(_dfr_„)_ 

Für Ä—'OJY, A'^ — S/y, aa'=^ u L. ^" würde das in die obige 
Gleichung fibei^ehen. Wir können deshalb s^en, daß die pei^pek- 
tiriscbe Abbildung zweier Qeraden anfeioander analytisch dadurch 
gegeben wird, daß die Abszisse auf der einen Geraden eine lineare 
gebrochene Funktion der Abszisse auf der anderen Geraden sei. 

Allerdings ist dabei zunächst vorausgesetzt, daß y von Null ver- 
schieden ist. Aber es ist leicht zu sehen, daß auch für }< = eine 
perspektivische Abbildung gefunden werden kann, die der Relation 

entspricht. Die beiden Geraden sind in diesem Fall einander parallel 
anzunehmen. Wir haben dann eine ähnliche Abbildung der Geraden 
aufeinander. Läßt man die Nullpunkte der Abszissen x, z' einander 
entsprechen, so wird die Gleichung zwischen x und x' von der Form 

nnd, wenn man die Nullpimkte nach ar = 6 und x' = b' verlegt, wird 
b'+u'^mih + u) 



oder 



.mu + mb^V-'-^-l l.-i, mh-V-l). 



Die analytische Darstellung der perspektivischen Abbildung kann 
in einfacherer Weise gegeben werden, wenn man zur Bestimmung 
der L^e eines Punktes nicht die Entfernung von einem festen 
Punkte, sondern das Verhältnis der Entfernungen von zwei festen 
Punkten verwendet. Es seien A, B zwei gegebene Punkte auf der 
einen Geraden und A', B' die perspektiviach entsprechenden Punkte 
auf der anderen Geraden. 

Wir bestimmen die Lage eines Pianktes P auf der ersten Ge- 
raden durch das Verhältnis 

das wir positiv rechnen, wenn P zwischen A und S liegt, negativ, 
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wenn P außerhalb liegt. Ebenso bestimmen wir die La^ ein^ 
Punktes P" auf der zweiten Geraden 

Die perapektiviscbe Abbildung der beiden Geraden ist nun ana- 
lytisch dadurch ansdrtickbar, daß u und u einander proportion^ ge- 
setzt werden: 



Man sieht dies auf fönende Weise ein. 
Das Verhältnis AP/PB ist gleich dem Ver- 
lüiltnis der beiden Dreiecksflächen APC und 
PBC. Denn da sie dieselbe Höhe haben, 
so verhalten sie sich wie ihre Grundlinien 
AP, PB. Nehmen wir andererseits AC und 
PC als Grundlinien der Dreiecke an, zu denen 
die Höhen h, k gehören, so erhalten wir 



APjPB 



AC-h 
' BC k 




Nun ist aber h/k = h'/k', folglich ist 

AP/PB : A-P'jP'B'= AC/SG : AV/B'C, 
d. h. das VerlwiltniB von AP/PB und A'P'/P'B' ist für alle Punkte- 
paare P, P' dasselbe. Wenn P zwischen A and B U^, so ist 
u ^ + AP/PB. Liegt nun gleichzeitig P' zwischen A' und B', so 
ist w'— + Ä'P'/P'B\ und es wird u/u positiv sein. In diesem Falle 
wird es auch positiv bleiben, wenn P aus der Strecke AB heraus- 
rückt. Denn P' wird zugleich aus der Strecke AB' heransröcken. 
Wenn dt^egen für P innerhalb AB der Punkt P' außerhalb A'B' 
liegt, so haben u und u entgegengesetztes Zeichen, und ihr Verhältnis 
behält diesen negativen Wert, wenn P aus der Strecke AB heraus- 
rückt; denn gleichzeitig wird P' in die Strecke A!B' hineinrücken. 
Wir haben in jedem Falle die Beziehung 



wobei die Konstante m positiv oder negativ sein kann, je nachdem 
die Strecke AB auf die Strecke A'B' oder auf den außerhalb der 
Strecke AB' gelegenen Teil der Geraden abgebildet wird, oder, wie 
vrir auch sagen können, je nachdem der unendlich ferne Punkt der 
Geraden j4B außerhalb AB' oder innerhalb A'B' abgebildet wird. 
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Sind P and Q zwei Punkte der Geraden AB und u^, u^ die zu- 
gehSiigen Werte von m, sind ferner P', Q' die entsprechenden Punkte 
der Geraden A'B' und m ' u^' die ihnen zukommenden Werte von u, 
so ist 




Wir nennen den Wert uju^ das Doppelt erhältnie der Punkte- 
paare P, Q und A, B. Das DoppelTerhättnis behält also bei 
„ perspektivischer Abbildung seinen 

Wert bei. Das Doppelverhältnis ist posi- 
tiv, wenn u^ und «^ daa gleiche Vorzeichen 
haben, d. h. vrenn entweder P und Q beide 
außerhalb oder beide innerhalb der Strecke 
AB liegen. Es ist d^egen negativ, wenn 
der eine der beiden Punkte innerhalb, der 
andere außerhalb der Strecke AB liegt. 
Das Doppelverhältnis hat den Wert — 1, 
wenn die Punktepaare harmonisch zu- 
einander liegen. 

Wir betrachten nun die perspektivische 
Abbildung einer ebenen Figur. Ihre Ebene 
denken wir uns senkrecht auf der Ebene 
der Zeichnung, so daß sie in SP die Ebene der Zeichnung schneidet. 
Ebenso sei die Bildebene senkrecht auf der Ebene der Zeichnung und 
schneide sie in HP'. Das Projektione- 
zentrum C liege in der Ebene der 
Zeichnung. Die Eollineationsachse ist 
senkrecht zur Ebene der Zeichnung und 
schneidet sie in S. 

Durch C ziehen wir eine Gerade 
CKK' senkrecht auf einer Ebene, die 
den Winkel zwischen der Figuren- und 
Bildebene halbiert. Dann wird 3K 
=" HK'. Jede in der Figurenebene 
durch K laufende Gerade wird in der 
Bildebene als eine durch K' laufende 
Gerade abgebildet. 

Wir wollen uns die Figurenebene 
und die Bildebene aufeinander gelegt 
denken, so daß die Eollineationsachse 
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durch eine einzige Gerade dargestellt bleibt und K und K' mit- 
einander zur Deckung kommen. Eine beliebige durch K gezogene 
Gerade fällt dann auch mit ihrem Bilde zusammen, aber nicht jeder 
Punkt dieser Geraden deckt sieb mit seinem Bilde. Das gilt nur von 
dem Punkte K und von dem Punkte Q, wo die Gerade die Kol- 
lineationsacbse schneidet. Jeder andere Punkt B, (Fig. 44) der Ge- 
raden möge als Punkt der Figurenebene betrachtet durch die Größe 
« = ± QRIRK 

bestimmt werden, wo wir das Vorzeichen von « wieder wie vorbin 
zwischen Q und K positiv, außerhalb negativ festsetzen. Das Bild R 
des Punktes B werde durch die Größe 

u'^±QB;jIi:K 
bestimmt. Dann ist, wie wir sahen, 



wo m für alle Punkte der Geraden denselben Wert hat. Es zeigt 
sich nnn, daß m auch für jede andere durch K gelegte Gerade den* 
selben Wert hat. Denn zieht man durch B eine Parallele zur Kolli- 
neationsachse RS, so ist ihr Bild B'S' ebenfalls der Eollineations- 
achae parallel; auf irgend einer anderen durch K gezogenen Gerade 
K'SS' müssen daher die Punkte SS' dieselben Bestimmungsstücke u, u' 
haben, welche auch den Punkten R, B' zukommen. 

Die Beziehung zwischen allen Punkten der Figurenebene und der 
Bildebene können wir durch die Gleichungen 



ausdrücken, wobei wie oben v — ± HQjHC gesetzt ist. HC ist eine 
beliebig auf der Kollineafcionsachse angenommene Strecke, und v wird 
positiv oder negativ genommen, je nachdem HQ dieselbe oder die 
entgegengesetzte Richtung hat wie HC. 

Durch die Einführung der Bestimmnngsstücke u, v an Stelle der 
früher betrachteten rechtwinkligen oder schiefwinkligen Koordinaten 
wird der analytische Ausdruck der perspektivischen Abbildung ebenso 
einfach wie die affine Abbildung y'=my, x' = x. Ebenso nun wie 
wir früher den Kreis affin abgebildet haben und dadurch auf die 
Ellipse und eine Gmppe ihrer Eigenschaften geführt worden sind, 
ebenso wollen" wir jetzt die perspektivische Abbildung des Kreises 
stndieren. 

Wir denken uns in der Figurenebene einen Kreis und alle seine 
Punkte mit dem Projektionazentrum C verbunden. Die Gesamtheit 
dieser Strahlen, die wir uns alle über C hinaas verlängert denken, 
bilden einen Kegel. Es ist nicht nötig, daß die YerbinduDgslinie 
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Ton C mit dem Mittelpunkt des Kreises auf der Figureuebene seak- 
recht stehe. D. h. der Eegel braucht kein Kreiskegel zu sein. Das 
perspektivische Bild des Kreises ist der Schnitt der Bildebene mit 
dem Kegel. Wenn wir die Bildebene parallel mit sich verschieben, 
BO wird das perspektische Bild dadurch offenbar nur ähnlich ver- 
gröBert oder verkleinert. Denn irgend zwei Bildpunkte bleiben dabei 
ja auf denselben Strahlen, ihre Verbindungslinie bleibt sich parallel 
und ihre Entfernung ändert sich demnach proportional der Entfernung 
der Bildebene vom Projektionszentrum, d. h. alle Entfernungen iu der 
Bildebene ändern sich in gleichem Verhältnis. Durch diese Parallel- 
verschiebung der Bildebene wird die Kolline ationsachse parallel mit 
sich verschoben, ohne daß der Ponlct K sich ändert; denn der Strahl 
CK sollte auf einer Ebene senkrecht stehen, die den Winkel zwischen 
der Figuren- nnd Bildebene halbiert, und daher ist CK von der 
Parallelverschiebung der ' Bildebene unabhängig. Die Punkte der 
Figurenebene, die bei der Abbildung ins Unendliche rücken, liegen 
auf einer der KoUineationsachse parallelen Geraden, dem Durchschnitt 
der Figurenebene mit einer dnrch C parallel zur Büdebene gelegten 
Ebene. Diese Gerade ist ebenfalle von der Parallel Verschiebung der 
Bildebene unabhängig. Ihre Lage bestimmt den Wert m, der uns 
die Beziehung «'= mu zwischen m' und m liefert. Denn, da für un- 
endlich ferne Punkte der Bildebene m' 1 sein muß, so folgt, da8 

auf jener Geraden der Figurenebene w den Wert — 1/m hat. Wir 
wollen nun zunächst den Kreis in der Figurenebene so annehmen, 
daß die Verbindungslinie KM des Punktes K mit dem Mittelpunkt M 
des Kreises auf der KoUineationsachse senkrecht steht. Die Bildebene 
denken wir uns so mit sich parallel verschoben, daß die KoUineations- 
achse in die Polare des Punktes K fäUt. Der Kreis ist dann, wie 
oben gezeigt wurde, bei passender Wahl der Länge HC auf der 
KoUineationsachse, durch eine Gleichung von der Form 

gegeben, wobei das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je 
nachdem K außerhalb oder innerhalb des Kreises liegt. Die Ab- 
bildung des Kreises verwandelt ihn in eine Kurve, deren Gleichung 
wir in «', v erhalten, wenn wir in der Kreiagleichung m durch — 
und V durch v ersetzen: 

± —,«'*+ ft*u'*= + V. 

Diese Gleichung stellt, wie wir oben gesehen haben, eine Ellipse dar, 
wenn man der Gleichung nicht durch m' = — 1 genügen kann. D. h. 
es dürfen keine unendUch fernen Punkte der Gleichung genügen. In 
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der Figurenebene bedeutet es, daß der Kreis die Gerade m = — l/m, 
die bei der Äbbildumg ins Unendliche geworfen wird, nicht Bcbneiden 
darf. Berührt er sie oder schneidet er sie, so wird die Abbildung 
des Kreises keine Ellipse, sondern eine Kurve, die sich ins Unendliche 
erstreckt. 




§ 28. Die Hyperbel als perspektivisches Bild des Kreises. 

Diese Kurven sind jetzt näher zu untersuchen. Zunächst wollen 
wir den Fall betrachten, wo der Kreis die Gerade « = — l/»t schneidet. 
Die Berührung ist ein Spezialfall, der den Übei^ang zur Ellipse bildet 
und besser später besprochen wird. 
Wir nennen die Kurve eine Hyperbel, 

Der Kreis schneide die Gerade 
M = — 1/m in den beiden Punkten 
A und B. Wir ziehen in ^ und B 0^ 
Tangenten an den Kreis, die sich 
in schneiden mögen. Es soll 
nicht ausgeschlossen sein, daß die 
beiden Tangenten parallel sind und 
demnach ins Unendliche fällt. 
Bei der Abbildung fäUt das Bild 
0' von nicht ins Unendliche, 
denn nur die Gerade AB, auf der 
nicht liegt, liefert die imendlich 
fernen Punkte der Bildebene. Die 

beiden Tai^enteo OA und OB gehen in zwei gerade Linien über, die 
sich in 0' schneiden und deren unendlich ferne Punkte die Bilder 
von A und B sind. Die Bilder B', S' der Punkte E, S, in denen die 
Gerade OM den Kreis schneidet, müssen auf beiden Seiten von (7 
gleich weit von 0' entfernt liegen. Denn E und S liegen harmonisch 
zu und F, folglich L'egen auch die Bilder K, S' harmonisch zu den 
Bildern von und F. Da nun das Bild von F ins Unendliche rückt, 
so muß (y in die Mitte zwischen if und S' fallen. Die beiden Teile 
ABB und BSA des Kreises liefern bei der Abbildung zwei getrennte 
Eurventeile. Denn da man auf dem Kreise von einem Punkte des 
Bogens ARB zu einem Punkte des Bogens BSA nicht gelangen kann, 
ohne einen der Punkte A oder B zu passieren, so können die Bilder 
der beiden Teile im Endlichen nicht zusammenhängen. Jede durch 
gelegte Gerade, die den Kreis schneidet, bildet sich ab in einer Geraden, 
die durch 0' läuft. Die Schnittpunkte T, U bilden sich in 2", ü' ab, 
und es muß (/ in der Mitte zwischen T', ü' liegen. Denn T und JJ 
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liefen hanuoDisch zu und f^; i^, aber rfickt bei der Abbildung 
ins Uuendlicbe. 

Die Bilder der Geraden OÄ und OB nennen wir die Asymptoten 
der Hyperbel. Den Punkt & nennen wir den Mittelpunkt der HyperbeL 
Die beiden Geraden, welche die Winkel zwischen den Asymptoten 
halbieren, nennen wir die Hauptachsen der Hyperbel. Die eine der 
beiden Hauptachsen schneidet die Hyperbel in den beiden Punkten 
RS'. Die andere steht auf ihr senkrecht und schneidet die Hyperbel 
nicht; denn die Gerade, deren Bild sie ist, und die in anf OM 
senkrecht steht, schneidet den £reis nicht. 

Um die Gleichung der Hyperbel in rechtwinkligen Koordinaten 
zu schreiben, benutzen wir den Zusammenhang zwischen u', v' und 
rechtwinkligen Koordinaten, für welche die (/-Achse in der Kollineations- 
achse, die ^e-Aebse in der Geraden HK liegt. Wie wir oben &nden, 
ist, wenn wir unter x, y die rechtwinkligen Koordinaten verstehen, die 
den Werten m', v entsprechen: 



dabei war e der Abstand HK and h der Abstand MC der auf der 
KoUineationsocbse passend angenommenen Strecke. 

Die Gleichung der Hyperbel hatte in u und v eine der beiden 
Formen 

In rechtwinkligen Koordinaten erhalten wir also 

+ ^x' + ey=±&»(e-:^)*. 

Wir wollen uns die y-Achse parallel verschoben denken, so daß 
(y zum Anfangspunkt des Koordinatensystems wird. Das kommt 
darauf hinaus, daß fUr x die neue Abszisse x' = x — x^ eingeführt 
wird, wo a^o die Abszisse von bedeutet. Es kann dadurch die 
Gleichung in ihrer Form nicht geändert werden. Die Glieder, die 
vorkommen können, sind 

Ax'^ + By^ + Ca;' + D = 0, 

wo A, B, C, D Konstante bedeuten. Nun wissen wir aber schon, 
daß, wenn ein Punkt ü', der auf der Hyperbel liegt, die Koordinaten 
x', y hat, der auf der anderen Seite von 0' gleich weit von 0' liegende 
Punkt 2" mit den Koordinaten — x', y ebenfalls der Hyperbel an- 
gehören muß. 

D. h., die Gleichung muß erfüllt bleiben, wenn mau a:' in — a;' 
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Terwandelt. Welchen Punkt der Hyperbel man also auch betrachtet, 
es ist gleichzeitig 

J-ar'ä + By + Cx'+ i) - 
and 

Ax'' +By'—Cx+D = 0. 

Die Subtraktion beider Gleichungen gibt 2 Cx' = und da x' 
nicht Null ist, so muß — sein. Die Gleichung der Hyperbel hat 
mithin, wenn wir statt x' wieder x schreiben, da keine Verwechslung 
mehr zu fürchten ist, die Form: 

Ax^+Bf+D = 0. 

Wir wissen femer, daß die y-Ächse die Hyperbel nicht schneidet. 
Für 3^ = darf also kein reeller Wert von y herauskommen. Daher 
müBsen B und D dasselbe Zeichen haben. Die x-Ächse schneidet die 
Hyperbel d^egen in den beiden Scheitelpunkten i? tmd S'. Deshalb 
müssen A und D entgegengesetztes Vorzeichen haben. Setzt man 
0'S'= a, so muß — DjA — o' sein, denn a' muß der Wert sein, den 
x'' für y = annimmt. Schreiben wir D/B = b', so nimmt die 
Gleichung der Hyperbel nach Division durch — D die Form an: 



"6- 



= 1, 



Bei Parallelverschiebung der Bildebene bleibt, wie wir oben sahen, 
das Bild eich geometrisch ähnlich und vergrößert oder verkleinert 
sich proportional dem Abstände der Bildebene von dem Projektions- 
zentrum. Wenn wir fQr alle Lagen der Bildebene den Koordinaten- 
anfangspunkt in den Bildpunkt von schieben, so behält die Glei- 
chung ihre Form, nur daß a und b sich proportional mit dem Ab- 
stände der Bildebene vom Projektionszentrum ändern. Für den nfachen 
Abstand hätten wir daher die Gleichung: 

oder 

a' fe' ' 

die durch die »fachen Werte der Koordinaten, die der Gleichung 
— -|- -p = 1 genügen, befriedigt wird. 

Die Asymptoten bleiheu dabei ungeändert. Denn sie sind die 
Schnitte der Bildebene mit den festen Ebenen COA und COB. L^en 
wir die Bildebene durch das Projektionszentrum C, so geht der Eegel- 
Bchnitt in die beiden Asymptoten selbst über. Analytisch würden 
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wir fQr diese L^e der Bildebene » = zu setzen baben und er- 
hielten für die Asymptoten 



eine Gleicbung, die in die beiden Qleichungen 

-^-|- = und J + I-^O 

zerfällt werden kann. Streng genommen kann man nun nicht sagen, 
daß auch noch für » = das geometrische Gebilde sich äbnlicb ge- 
blieben ist Denn zwei eich kreuzende Gerade können nicht einer 
gekrümmten Linie ähnlich sein. Es bat aber 
dennoch einen Sinn zu sagen, daß eine in immer 
kleinerem Maßstabe gezeichnete Hyperbel in 
zwei sieh kreuzende Gerade übergeht. 

Denken wir uns nämlich die beiden Vek- 
toren OD und OD' mit den Komponenten a, h 
und a, —b gezeichnet, so bedeutet ay — hx 
_ das Moment einer Kraft, die durch den Vek- 

Fi«. 16. tor OD dargestellt ist um den Punkt P{x, y), 

und ay -\- bx bedeutet das Moment der Kraft 
OD' um denselben Punkt, die Momente positiv oder negativ gerechnet, 
je nachdem sie um P im positiven oder negativen Sinne drehen. Ist 
P ein Punkt der Hyperbel, so wird damit verlangt, daß das Produkt 
der beiden Momente konstant sei 

{ay—bx){ay-\-bx) — = — a*fc*, 

und zwar, daß es den negativen Wert — a'ö* habe. Die beiden 
Kräfte drehen demnach im entgegengesetzten Sinne um P, d. h. P 
kann nur in dem Winkel zwischen den Vektoren oder in dem Scheitel- 
winkel liegen. Da das Produkt der Momente konstant ist, so muß, 
wenn P seine Lage ändert, das eine sich in demselben Verhältnis 
vergrößern, in dem das andere sich verkleinert, und ebenso müssen 
die Hebelsarme sich verhalten, da die Kräfte ja dieselben bleiben. 
Je weiter sich also P von der einen Geraden entfernt, um so näher 
muß es an die andere Gerade hinanriicken. In größeren Entfernungen 
von muß daher die Hyperbel sich dicht an eine der beiden Asym- 
ptoten anschließen. In der Tat läuft sie nach vier verschiedenen 
Richtungen ius Unendliche, von denen je zwei einander entgegen- 
gesetzt sind. Wenn man die Figur nun in kleinerem Maßstabe zeichnet, 
so ziehen sich die Teile, wo sich die Hyperbel merklieh von den 
Asymptoten entfernt, immer dichter um zusammen. Die Scheitel- 
punkte MS kriechen immer tiefer in den Winkel bei hinein und, 
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abgesehen von einem sehr kleinen Bereich, verläuft die Hyperbel sehr 
nahe geradlinig. Würde die Figur in so kleinem Maßstäbe gezeichnet, 
daß diese Teile der Figor ohne optische Hilfamittel nicht mehr von 
dem Ponkte zn unterscheiden sind, 
so würde man zwei sich kreuzende 
Gerade vor sich zu sehen glauben. Die 
ähnlich verkleinerte Hyperbel geht im 
Grenzfall in die beiden Asymptoten 
über; aber es wäre unrichtig zu sagen, 
daß die beiden Asymptoten der Hyperbel 
geometrisch ähnlich sind. Es ist der 
Grenzfall, wo die Verkleinerung un- 
endlich geworden ist. 

L^ man die Koordinatenachsen in die Asymptoten, so werden die 
Momente der Kräfte OD und 01/ um den Punkt P den Koordinaten 
Ton P proportional, und die Gleichnng der Hyperbel nimmt, wenn 
man die Koordinaten mit x, y bezeichnet, die Form an 

xy = c*. 

Dabei ist c oder — c der Wert, den Abszisse und Ordinat« in den 
Scheitelpunkten annehmen. Diese Beziehung gewährt ein bequemes 
Mittel, um aus einem Punkte der Hyperbel, wenn die Asymptoten 
gegeben sind, neue Punkte abzuleiten. Wenn man die Abszisse eines 
Punktes n mal so groß nimmt, so bleibt man auf der Hyperbel, wo- 
fern man gleichzeitig die Ordinate auf 1/» reduziert. Man schließt 
ferner daraus, daß eine Gleichung von der Form 

y yX-\-S' 

WO a, ß, y, S beliebige Konstante und x und y rechtwinklige oder 
schiefwinklige Koordinaten sind, eine Hyperbel darstellt Um das zu 
zeigen, schreibe man 



y = 1 '- = -" + 






Verschiebt man nun das Koordinatensystem parallel mit sich, so daß 
der neue Anfangspunkt in den Punkt Xf, = — S/y, y^ = ajy zu liegen 
kommt, so werden die neuen Koordinaten u, v mit den alten x, y 
durch die Gleichungen 

x = x^ + u, y — y^ + u 
zusammenhängen, und die Gleichung nimmt in u, v die Form an 
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Je nachdem yß — ad positiv oder negativ iet, werden uv gleiches oder 
entgegengesetztes Vorzeichen erhalten. Je nachdem wird die Hyperbel 
in dem ersten und dritten oder in dem zweiten und vierten Quadranten 
verlaufen. Die neuen Achsen sind die Asymptoten der Hyperbel. Sie 
sind den nrspünglichen Achsen parallel und entsprechen der Abszisse 
— d/y, für die die Ordinate unendlich wird und der Ordinate a/y, 
für die die Abszisse unendlich wird. 

Eine Hyperbel, deren Asymptoten aufeinander senkrecht stehen, 
nennt man gleichseitig. Ihre Gleichung, bezogen auf die Hauptachsen, 
hat in rechtwinkligen Koordinaten die Form 

x*~y' = a*, 
und sie steht in einer gewissen Analogie zum Kreise 

x^ + y^ ^ «'■ 

Wie aus dem Kreise durch die affine Abbildung 
6 

X =x, y = — y 

die Ellipse 



entsteht, so entsteht aus der gleichseitigen Hyperbel durch dieselbe 
affine Abbildung die allgemeine Hyperbel 



und wie die Koordinaten des Kreises mit den Kreisfunktionen sin 
und CO» 




so hängen die Koordinaten der gleich- 
seitigen Hyperbel mit den hyperbolischen 
Punktionen 

x = a^D\u, y = a@in« 
zusammen. Die Veränderliche if können 
wir dabei erkoren als die doppelte 
Fläche, die der Radinsvektor von g; = 
angefangen überstreicht, dividiert durch 
«*, und ebenso können wir m erklären, 
wie in der Differential- und Integral- 
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lechnung gezeigt wird. Für einen Punkt P der Hyperbel mit positiver 
Abszisse ist a*« gleich der doppelt zq reclinendeii Fläche POA. Im 
Scheitel Aiai u = 0. Dem unteren Teile des Hyperbelastes entsprechen 
die negativen Werte von m — — oo bis 0, 
dem oberen die Werte von m = bis + co- 
Dagegen kann man nicht, wie beim Kreise, 
die Bogenlänge zor Definition von u benutzen. 
Für den anderen Ast der Hyperbel hat x bei 
gleichen Werten von y den entgegengesetzten 
Wert Um dessen Koordinaten durch hyper- 
bolische Funktionen auszudrücken, würde man 




X = — aiS,o\u, y^aB'mu 
zu setzen haben. 

Man kann auch die übrigen hyperbolischen 
Funktionen an der Figur der gleichseitigen 
Hyperbel erläutern, ähnlich, wie man es beim 
Kreise für die sämtlichen Kreisftmktionen zu 
tun pflegt. Ist P ein Punkt der Hyperbel 
und Q der Fußpunkt der Ordinate, so bat man zunächst: 

QP^a^inu. 
Im Scheitel A konstruiere man die Scheiteltangente. OP schneide 
die Scheiteltangente in 7"; dann ist 

Analog gibt die im Abstand a zur ^-Achse gezogene Parallele 

Br=a StgM. 

Denn wie AoitAT'-.a-^QP-.OQ, so ist hier B7:a=0Q:gP. 
Um auch @ecu und Sofecu zu erhalten, trage man QP von Ä aus 
auf der Scheiteltai^ente &\3 AT und verbinde mit T. Dann ist 
Or- OQ; denn OT' = a^+ QP* = a» + j,» = x\ Fällt man nun 
von Q eine Senkrechte QP' auf OT, so wird das Dreieck OQP' 
dem Dreieck OAT kongruent, weil zwei Winkel und die den größeren 
Winkeln gegenüberliegenden Seiten einander gleich sind. Mithin ist 
Oi"=n, QP'-amvu, OT = a^o\u, SP'-AT'~a%zu. Da 
femer OSiOP' = OP'iOQ, so ist 

und ebenso folgt aus BU: 0B= OA-.AT 

Bü = a/Binu = a do'iecu. 

Sang«, umljtliohe G«Dmetiie dar Eben«, 8 



„Gooi^Ic 



m. Die lineoieu EooidinatentTBDBfoTmationen- 



Da OP'—a, BO ist P' ein Pnnkt des Kreises 



Die Kreisfiinktioiieii und die hyperbolischen Funktionen können mit- 
hin in einfacher Weise durch einander ausgedrückt werden. Sei q> 
gleich dem Winkel ^ F'OA, so ist 

©in M = tg 9), Ig u — sin 9) 

Sof w — sec tp, See« — cos 9 

Sotgu = coBec ip, 6i)|ecw = ctg 9:. 
Der Zusammenhang zwischen u und <p spielt in der Integral- 
rechnung eine wichtige Rolle, es ist: 

Eofw-I- @inM = e"= secqc -h tgqp = tg{it/4. + <p/2) 
oder 

M = log nat(tg(jt/4 -1-9/2))- 

Um die Eigenschatten der Hyperbel zn erkennen, verfahren wir 
ähnlich, wie wir es bei der Ellipse gemacht haben. So wie wir dort 
die Ellipse als affines Bild des Kreises betrachteten und daraus auf 
die koiyugierten Durchmesser und anderes geführt wurden, ähnlich 
wollen wir auch hier die Eigenschaften der Hyperbel ans denen des 
Kreises ableiten, dadurch, daß wir die Hyperbel als perspektivisches 
Bild des Kreises betrachten. Der Punkt 0, der bei der Abbildung 
zum Mittelpunkte der Hyperbel wird, liegt außerhalb des Kreises; 
denn er ist der Pol der Geraden AB, die bei der Abbildung ins 
Unendliche fällt oder, wie wir uns ausdrücken wollen, zur unendlich- 
fernen Geraden der Bildebene wird. Wir sagen jmmlich, die unend- 
lichfemen Punkte einer Ebene liegen auf einer Geraden. Damit soU 
nichts über das Unendliche ausgesagt werden. Vielmehr ist es nur 
eine Redeweise, die deshalb bequem ist, weil bei einer perspektivischen 
Abbildung, welche das ün- 
endlichferne ins Endliche 
rückt, es sich als gerade Linie 
darstellt. Mit Hilfe dieser 
Redeweise kann man an dem 
Satz festhalten, daß jede Ge- 
rade bei perspektivischer Ab- 
bildung in eine Gerade über- 
geht. 

Denken wir uns nun in 
der Ebene der Kreisfigur 
ii^endeinen Punkt P inner- 
halb oder außerhalb des 
und ziehen seine 




ovGoo<^Ic 



§ 36. Die Hjpetbel ale peiBpektiTiBcheB Bild des Kreises. 



115 



Polare p, eo ist diese Polare doch als geometriBcher Ort der Punkte 
defioiert, die mit P liaTteonisch liegen zn den Punkten, in denen ihre 
Verbindungslinie mit P den Kreis schneidet, z. B. P, Q harmonisch zu 
ü, iS. Bei der perspektivischen Abbildung behalten vier auf einer 
Geraden liegende Punkte ihr Doppelverhältnis unverändert bei. Wenn 
demnach P, Q zn if, iS harmonisch liegen (Doppel Verhältnis = — l), 
80 müssen auch die Bilder P', ^' zu B,', S' harmonisch liegen {Doppel- 
verhältnis X — 1). Das Bild der Geraden p wird also in bezug auf 
die Hyperbel in demselben Sinne wie bisher die Polare des Punktes P' 
(des Bildes von P) genannt werden können, ßückt P auf den Kreis, 
80 geht die Polare in die Tangente über. Dasselbe gOt fttr die Ab- 
bildung; die Tangente in einem Punkte der Hyperbel ist die Polare 
ihres Berührungspunktes. 

■ Liegt P auf der Geraden AS, so geht seine Polare durch 0, den 
Pol der Geraden jlB. Der Punkt Q, in dem die Polarep von P die 
Gerade AB schneidet, ist der Pol der Geraden OF. Wenn P sich 
auf der festgehaltenen Geraden OP verschiebt, so dreht sich die 
Polare p um den Punkt Q. Sehen wir zu, was diesem Vorgang in 
der perspektivischen Abbildung entspricht. Der festen Geraden OP 
entspricht ein Durchmesser der Hyperbel, d. h. eine durch den Mittel- 
punkt 0' der Hyperbel laufende 
Gerade. Sie kann die Hyperbel 
schneiden oder nicht, je nachdem 
OP den Kreis achneidet oder nicht. 
Es hege P noch nicht auf AB, aber 
rücke sehr nahe tai AB hinan. Dann 
rfickt das Bild P' auf jener Geraden 
immer weiter ins Unendliche. Die 
Polare von P' muß sich dabei parallel 
mit sich verschieben. Denn in der 
Kreisfigur dreht sich p um den festen 
Punkt Q. Der Punkt Q aber fäUt 
bei der Abbildung ins Unendhche, 
mithin dürfen die Bilder der ver~ vtg. si. 

schiedenen Lagen von p sich nicht 

im Endhchen schneiden, d. h. sie müssen alle einander parallel sein. 
Jedem Punkte Q auf der Geraden AB entspricht auf diese Weise in 
der Abbildung eine bestimmte Richtung und gleichzeitig auch die 
entgegengesetzte Richtung. Die Bilder aller Geraden, die durch Q 
laufen, müssen diesen Richtungen parallel laufen, und jede Gerade, 
die im Bilde diesen Bichtuugen parallel läuft, muß in der Fignrenebene 
durch Q laufen. Wenn nun P auf der festen Geraden OP entlaug 
sich bewegend die Gerade AB erreicht, so geht seine Polare in OQ 
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über. Die Polare aeines Bildes muß dabei in den DurchmegBer der 
Hyperbel übergehen, der das Bild von OQ iet. Dieser DurcbmeBBer 
ist also die Polare des unendlichfenien Punktes des anderen Durch- 
messera. Ebenso ist der erste DurchmeBser die Polare des unendlich- 
fernen Punktes des zweiten. Zwei solcbe Durcbmesser nennen wir 
zueinander konjugiert. 

Zu jeder Lage des Punktes P auf AB gehört ein Punkt Q. Die 
Punktepaare PQ bilden nach unserer obigen Definition eine geradlinige 
Involution mit den Doppelpunkten A und JS. Wir wollen den Begriff 
der InrolutioD auf ein Strahlenbüschel ausdehnen und ein Strahlen- 
büBchel involntorisch nennen, wenn die Strahlen die Punkte einer 
geradlinigen luTolution mit einem festen, außerhalb der Geraden ge- 
legenen Punkte verbinden. Wie bei der Punktreihe entsprechen sich 
in dem Strahlenbüachel je zwei Strahlen. Die Involution ist gleich- 
läufig oder gegenläufig, je nachdem die geradlinige Involution gleich- 
läufig oder gegenläufig ist. Bei gegenläufiger Involution gibt es zwei 
Strahlen, die sich selbst entsprechen. 

Wir haben oben gesehen, daß eine Involution erhalten bleibt, 
wenn man sie affin abbildet. Wir wollen jetzt zeigen, daß sie auch 
bei perspektivischer Abbildung erhalten bleibt. Es sei eine Punkt- 
reihe X perspektivisch auf eine andere x' abgebildet. Die entsprechen- 
den Abszissen hängen dann miteinander, wie wir sahen, durch eine 
Gleichung von der Form 

zusammen. Wenn y von Null verschieden ist, so können wir die 
Gleichung in die Form bringen 



{x'—a) (x — h) =. c (a = ajy, b = — S/y, . 



. Wir denken uns nun die beiden Punktreihen auf dieselbe Gerade ge- 
legt und rechnen x und x' von demselben Nullpunkt aus. Einem 
Punkte der einen Punktreihe x, entspricht ein Punkt der anderen 
Punktreihe x,'. Wenn man diesen Punkt mit der Abszisse ic^' wieder 
als Punkt der ersten Punktreihe auffassen will, so würde man X2 = x( 
zu setzen haben. Ihm würde im allgemeinen wieder ein anderer 
Punkt x^ der zweiten Punktreihe entsprechen, dessen Abszisse x^ 
sich aus a;, nach derselben Formel berechnet, wie x^ aus x^: 

Wenn man nun verlangt, daß die Punkte x, und x^ sich wechselseitig 
entsprechen sollen, so daß aus x^ = x( sich wieder x^ = x^ ergibt, 
wie man auch x.^ wähle, so muß sein: 
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{Xi'— d){x^—h) = e und (a;, — o) (x^ — b) = c 
oder 

a,'a, —ax^ — hx-^ + ah — x^a-^— ax-^ — fc«! + ab 
oder 

a{xi^x^) = 6(a:,'— aTj), 

d. h. a—h. Dann bilden die zusammengehörigen Ponktepaare aber 
nach uneerer früheren De&iition eine geradlinige Involution. Wir 
wollen zwei durch perepektiviache Abbildung auseinander abgeleitete 
Funbtreihen, wenn sie nicht mehr in perspektivisclier L^e sind, zwei 
projektivische Punktreihen nennen. Eine Involution kann daher be- 
zeichnet werden als zwei auf derselben Geraden liegende projektivische 
Puoktreihen, die eo beschaffen sind, daß, wenn man einen Punkt P 
zu der einen Punktreihe rechnet, der entsprechende Punkt Q der 
anderen Pnnktreihe mit dem Punkte fibereiustimmt^ den man bekommt, 
wenn man P zur anderen Reihe rechnet und den entsprechenden 
Funkt der ersten Reihe aufsucht Für }j — ist dagegen ein wechsel- 
seitiges Entsprechen nur möglich, wenn gleichzeitig ^i' = -^ a; -|- 4- 

und X — ~ x' + ^- Das führt auf ~ 1 oder auf a:' = «. In 

beiden Fällen sind die Punktreihen einander koi^pnient, also auch 
projektivisch. 

Daraus geht hervor, daß eine Involution bestehen bleibt, wenn 
man sie perspektivisch abbildet. Denn bei perspektivischer Abbildung 
bleiben die beiden Punktreihen projektivisch, und die Eigenschaft des 
wechselseitigen Entsprechens der Punkte bleibt ebenfalls bestehen. 
Dasselbe gilt von einem involutorischen Strahlenbüschel. 

Kehren wir nun zu unserer Kreisfigur zurück, die perspektivisch 
als Hyperbel abgebildet wird. Die Punkte P, Q auf der Geraden A3 
bilden eine Involution mit den Doppelelementen A und B. Folglich 
bilden die Strahlen OP, 0$ ein involutorisches Strahlenbüschel. Da 
nun die Involution bei perspektivischer Abbildung bestehen bleibt, so 
erhalten wir den Satz: Die konjugierten Durehmesser einer Hyperbel 
bUden eine gegen^ufige Involution, deren Doppelelemente die Asym- 
ptoten sind. 

Die Schnittpunkte R, S einer durch Q laufenden Geraden mit 
dem Kreis (Fig. 51) liegen harmonisch zu Q und dem Schnittpunkt 
T der Geraden mit OP. Da nun bei der perspektivischen Abbildung 
Q ins Unendliche rückt, so muß das Bild von T in der Mitte zwischen 
den Bildern von E und 8 liegen. Die Bilder aller durch Q laufen- 
den Geraden sind einander parallel. Mithin erhalten wir den Satz: 
AUe dem einen Durchmesser parallelen Sehnen, werden von dem kon- 
jugierten Durchmesser halbiert. Unter einer Sehne wird dabei die 
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yerbindtiiigaliDie zweier Punkte der Hyperbel rerstanden, gleichgültig, 
ob die beiden Punkte auf demselben Hyperbelaste oder auf verschiedenen 
Ästen liegen. Sie h^^n aof verschiedenen Asten, wenn Q im Innern 
des Kreises liegt, dagegen auf demselben Aste, wenn Q außerhalb 
des Kreises angenommen ist. 

Die entsprechenden Sätze haben wir für die Ellipse schon aus 
der affinen Abbildung des Kreises erkannt. Wir würden sie aber 
auf dieselbe Weise wie hier auch durch die perspektivische Abbildung 
gewinnen. Die Gerade AB, die bei der Abbildung ins Unendliche 
fällt, würde dabei den Kreis nicht Hchneiden dürfen, und der Pol 
dieser Geraden, der zum Mittelpunkt der Ellipse wird, würde im 
Innern des Kreises liegen. Damit würde sich ergeben, daß die kon- 
jugierten Durchmesser der Ellipse eine gteicbläufige Involution bilden. 

Die Hauptachsen werden durch das Paar der konjugierten Dureh- 
messer gebildet, die aufeinander senkrecht stehen. Wenn zwei Paare 
konjugierter Durchmeraer gegeben sind, so ist damit die Involution 
bestimmt, und es lassen sich folglich auch die Hauptachsen bestimmen. 
Wir wollen die Rechnung durchführen. Der Mittelpunkt werde im 
Koordinaten anfangspunkt angenommen, und die Durchmesser seien 
durch die Schnittpunkte mit der Geraden x= 1 in einem rechtwinkligen 



I.Paar a:=l; y = y,,i/i' 

2. Paar x = 1; y = y^, W- 
Die Werte von y sind die Tangenten der Winkel, welche die Durch- 
messer mit der ic-Achse bilden, wir hätten also auch von diesen 
Winkeln ausgeben können. Wir bestimmen nun filr die geradlinige 
Involution auf der Geraden x =^ 1 den Punkt y^, der dem Unendlichen 
entspricht, indem wir setzen 

(ifi-yo) (»i'-J/o) - (Pi-yo) (y»'-!/o) =- e 

oder 

j^i?!' — (j/i + yi>o = ViPt - iVi + yi)y'i- 

Daraus können wir die Werte von y^ und c ermitteln, und haben 
damit die ganze Involution in der Eorm 

in-y^{y'-y^ = o. 

Je nachdem c positiv oder negativ ist, ist die Involution gegen- 
läufig oder gleichULnfig. Um nun die Hauptachsen zu finden, haben 
wir zu verlangen, daß die beiden Vektoren 
1, y und 1, y 
aufeinander senkrecht stehen, d. h. daß yy =-~ 1. 
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Das gibt, wenn wir die InvoluUonsgleicbung ausmultiplizieren: 
and damit 

" + » ^? — 

Bezeichnen wir den so ermittelten Wert von y + y mit 2p, so win 



Bei gegenläufiger Inrolntion (c positir) kann man anch zunächst 
die Doppelelemente 

y-yQ=±Vc 

berechnen. Die Hauptachsen müssen dann die Winkel zwischen den 
Vektoren 

^,yo + V<^ «nd 1,1/0— /c 
halbieren. 

Das affine Bild einer Hyperbel ist wieder eine HyperbeL Man 
sieht das leicht, wenn man die Asymptoten zu Koordinatenachsen 
macht. Die Gleichung 

xy — const 

kann dann so aufgefaßt werden, daß alle Parallelogramme OQPB für 
alle Lagen von P auf der Hyperbel den gleichen Flächeninhalt haben. 
Denn der Flächeninhalt ist dem Produkt der beiden Seiten xy pro- 
portional. Wenn man auch noch fest- 
setzt, daß die Kurve nur in dem einen 
Winkel zwischen den Asymptoten und 
Beinern Scheitelwinkel verlaufen soll, 
eo ist durch die Angabe der Asymptoten 
und die Forderung, daß die Parallelo- 
gramme alle einander gleich seien, die 
Hyperbel vollständig definiert. 

Bei affiner Abbildung nun gehen 
die beiden Asymptoten in zwei andere 
gerade Linien fiber, die Parallelogramme 
bleiben Parallelogramme und ändern ihren Flächeninhalt alle im 
gleichen Verhältnis. Sie müssen also auch nach der Abbildung 
einander gleich sein, und da die Knrve nach der Abbildung auch 
nur in dem einen Winkel zwischen den Asymptoten und seinem 
Scheitelwinkel liegen kann, so folgt, daß sie eine Hyperbel bleiben muß. 

Von einem Punkte K seien zwei Tangenten an eine Hyperbel 
oder eine Ellipse gezogen mit den Berührungspunkten G, D. Wir 




oyGooi^Ic 



120 



m. Die lineaien EooTdisatentranBforraatioiien. 



halbieren die Seime CD in S und ziehen KH. • Nunmehr werde 
diese Figur affin abgebildet in solcher Weise, daß die beiden Geraden 
S.S und CD nach der Abbildung aufeinander senkrecht stehen. Da 
K der Pol von CD ist und S in der 
' Mitte zwischen C und Z> liegt, so fällt 
der Pol von KS in den unendlich 
fernen Punkt der Geraden DC, mithin 
ist KM ein Durchmesser der Hyperbel 
oder der Ellipse, und sein konjugierter 
Durchmesser ist parallel DC. In der 
zweiten Figur muß K.H mithin zu einer 
Hauptachse der Hyperbel oder der Ellipse 
geworden sein. Wir können die zweite 
Figur daher als perspektivische Abbildung 
einer Kreisfigur betrachten, bei der die 
EollineationBach&e in CD liegt und alle 
durch S. laufenden Geraden in sich ab- 
gebildet werden. Führen wir hier vrie 
oben zur Bestimmung der L^e eines 
Punktes 1* die Größen 
^"' "■ M^ + P^/ffi», v = ±RQlSD 

ein, so erhalten wir fOr den Kreis die Gleichung 

und fQr die Hyperbel oder die Ellipse die Gleichung 

wo — j ftlr die Hyperbel kleiner, für die Ellipse größer als 6^ sein 
muß. Kehren wir nun zu ,der ersten Figur zurück, aus der die zweite 
durch affine Abbildung entstanden ist, so sehen vrir, daß die ent- 
sprechenden Läi^;en PQ und £P einerseits und HQ und S.D anderer- 
seits dieselben Verhältnisse haben müssen, wie in der zweiten Figur. 
Denn bei a^ner Abbildung ändern sich die Verhältnisse der Längen 
gleichgerichteter Strecken nicht. Wenn wir daher auch in der ersten 
Figur die Lage eines Punktes P durch die Größen 

u = ±TqiKf and v~±HQIHD 
bestimmen, so erhalten wir für die erste Figur dieselbe Gleichung 




5p,M»-|-6V = 



6». 



Durch eine solche Gleichung ist fUr eine beliebige Lage von K und 
CD eine Hyperbel bestimmt, wenn — j < fc', eine Ellipse, wenn — ^ > 6'. 
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Bei der perBpektivischen Abbildung des Kreises hattea wir bis- 
her angenommen, daß die Gerade, die den Mittelpunkt des Ereisea 
mit dem Punkte K verbindet, der bei der perspektiTiscben Abbiidang 
seine Lage bet^t, auf der KoUineationsachse 
senkrecht stehe. Wir wollen jetzt sehen, wie 
sieh ein irgendwie gelegener Kreis abbildet. 
Zu dem Ende ziehen wir eine beliebige 
Parallele zur KoUineationsachse , die den 
Kreis in C und D schneidet, und kon- 
struieren in C und D die Tangenten, die 
sich in L schneiden. Der Halbierungspunkt 
von C und I) sei E. Bei der perspek- 
tivischen Abbiidang bleiben GED in einer 
Geraden und E bleibt in der Mitte zwischen 
C und D. Denn da CD der KoUineations- 
achse parallel angenommen ist, so bleibt der 
unendlichfeme Punkt im Unendlichen, und j;^ 
die Gerade CD wird ähnlich abgebildet. 
Nach der Abbildung wird aber die Gerade 
JjE im allgemeinen nicht mehr auf CD 
senkrecht stehen. Wir fOhren non zur Bestimmung der Lage eines 
Punktes in der eraten Figur die Größen 

u~±FQlLF, v = ±EQ/ED, 

in der zweiten Figur die entsprechenden Größen 

u'^±rQyL'P-, v'-±EQ'/ED' 

ein. Dann muß v — v sein, und u' kann bei perspektivischer Ab- 
bildung, wie oben gezeigt worden ist, sich nur durch einen konstanten 
Faktor von u unterscheiden 

m' — »MM , V =-V. 

Da nun für den Kreis zwischen u und v die Gleichung 
besteht, so erhalten wir für die perspektivische Abbildung die Gleichung 

und hierdurch wird, wie wir eben gesehen haben, eine Ellipse darge- 
stellt, wenn — i > 6* ist, d. h. wenn «' = — 1 keine mögliche Lösung 
der Gleichung gibt, d^egen eine Hyperbel, wenn — j < fc", d h. wenn. 
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der Gleichung durch den Wert tt' = — 1 genügt werden kann. Der 
Wert m' — — 1 nnd demnach «' -= ±1/ 1 ~ p— j entspricht den beiden 
nnendlichfemen Funkten der Hyperbel. 

§ 29. Die Parabel als perspektivisches Bild des Kreisee. 

Ba bleibt nur noch der Fall zu erörtern, wo —, -'h* wird. Er 
bQdet einen Übergang von der Ellipse zur HyperbeL Die gerade 
Linie, die bei der perspektiriBchen Abbildung ine Unendliche fällt, 
berührt den Kreis. Der Pol dieser Geraden liefert im Falle der 
Ellipse oder Hyperbel bei der Abbildung den Mittelpunkt diraer 
Kurven. Jede Sehne, die durch den Pol geht, wird nach der Ab- 
bildung durch das Bild des Pols halbiert, weil das Bild mit dem un- 
endlicbfernen Punkt zn den Endpunkten der Sehne harmonisch liegt. 
In dem Zwischenfall aber, wo die Gerade den Kreis berührt und ihr 
Pol damit in den Berührungspunkt fällt, liegt das Bild des Pols 
ebenfalls im Unendlichen Bei jeder Sehne, die durch den Pol geht, 
bildet der Pol den Endpunkt der Seline. Im Bilde kann also nicht 
mehr die Rede davon sein, daß das Bild des Pols das Bild der Sehne 
halbiert. Die Sehne ist unendlichlang geworden, und damit liegt ihre 
Mitte ebenfalls im Unendlichen. 

Die Gleichung in u imd v ist 

oder, wenn wir zu den Koordinaten ar, y zurückkehren, 

oder 

E (Fig. 55) ist dabei der Koordinatenanfangs- 
punkt. L hat die Koordinaten e, 0; JD, C haben 
die Koordinaten 0, + 6 (Fig. 55). Das Koordi- 
natensystem kann rechtwinklig oder schiefwinklig 
sein. Beschränken wir uns zunächst auf ein 
rechtwinkliges System. 

Wir nennen die Kurve eine Parabel und suchen wieder die 
Eigenschaften aus denen des Kreises abzuleiten, indem wir die Kreis- 
figur betrachten, die bei perspektivischer Abbildung die Parabel er- 
zeugt. Der Punkt iS muß in der Mitte zwischen L und E liegen; 
denn er liegt mit dem unendlichfernen Punkt der Geraden LE har- 
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moniseli zu L und E (Fig. 56). Man erkennt dasselbe ancli aus der 
Gleichung 

denn fOr a; — e/2 wird ^ =- 0. Wir nennen die Gerade LE die Achse 
der Parabel. Legen wir den Anfangspunkt 

des Koordinatensystems nach S und lassen 
die Abszissen nach der entgegengesetzten 
Seite wachsen, so wird die neue Abszisse x 
mit der alten x durch die Gleichung x' 
= e/2 — X znsammenbängea, und wir erhalten 
zwischen y und x' die Gleichung 

wo wir statt x' wieder x achreiben, weil 
keine Verwechslung zu befürchten ist. Für b'/e wollen wir die Be- 
zeichnung p einföbren 

f = 2px . 

Aus einem Punkt der Parabel lassen sich in einfacher Weise 
andere Punkte ableiten. Denn genügen x^ und y^ für x und y ein- 
gesetzt der Gleichung, so genügen auch 4% and 2y, , Qx^ und 3^^ . . . 
n'«! und nyi derselben Gleichui^, oder auch -— a:, und -^yj, —^Xi 
und — 3/i. 

Zugleich kann man für jeden Wert von 
X die Ordinate y ins Entgegengesetzte ver- 
wandeln . Man kann die Gleicbang der 
Parabel auch in der Form schreiben 





Diese Form zeigt, daß die Änderung 
Tun p darauf hinauskommt, daß x und y 
im gleichen Verhältnis wie p geändert 
werden. Mit anderen Worten: alle die so 
erhaltenen Kurven sind einander geo- 
metrisch ähnlich. 

Ziehen wir in der Ereishgur durch 
einen Punkt der Kreistangente, die bei der 
Abbildung ins Unendliche geworfen wird, ein Strahlenbüsehel, so ver- 
wandelt es sich bei der Abbildung in eine Schar von Parallelen- 
geraden. Die Polare des Punktes muß durch den Berühmngspnnkt 



^3 



Kg. BT. 
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der Tangeate gehen und maß daher hei der Abhildung der Achse 
der Fiirabel parallel werden. Die Polare schneidet die Strahlen 
dm Büschels in Punkten, die mit dem Pol zu den Schnittpunkten 
jedes Strahls mit dem Kreis harmonisch liegen. Da nun bei der 
Abbildung der Pol ins unendliche fällt, so muB das Bild der Polaren 
die parallelen Sehnen der Parabel halbieren. Das gilt von jeder 
Schar paralleler Sehnen der Parabel, Wir erhalten daher den Satz: 
Die Mittelpunkte paralleler Sehnen liegen auf einer Geraden, die der 
Achse der Parabel parallel ist. 

Eb werde eine Parabel affin abgebildet, wir wollen zeigen, daß 
sie eine Parabel bleiben muß. Denken wir uns zu dem Ende vom 
Scheitel der Parabel sowohl auf der Seheiteltangente wie auf der 
Achse die Länge j) abgetrt^en {OA = OB=-p). Wir können dann 
die Gleichung so schreiben 

(öb) = ^ÖÄ ' 

Wenn wir nun ein afhnes Bild der Figur machen, so würden 
die Koordinaten im allgemeinen nicht mehr aufeinander rechtwinklig 
sein, und die Bilder von OA und OB werden nicht mehr gleichlang 

sein. Da aber die 
Längenverhältnisse 
tjp' paralleler Strecken 
dieselben bleiben, so 
wird für die ent- 
sprechenden schief- 
winkligen (oder im 
speziellen Fall auch 
rechtwinkligen) Ko- 
ordinaten x'y die 
Gleichung gelten 

An Stelle von 
x', y' wollen wir nun 
rechtwinklige Koordinaten |, i] einführen mit demselben Anfangs- 
punkt 0' und derselben Absziseenachse OA'. Wir erhalten dann 




^etg« 



y =i/co8eca. 



Damit geht die Gleichung über in 

( 1 \'_o (B''''«e-ic 
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Der Einfachheit halber schreiben wir 

y=2Ag + 2fti?. 
Wenn wir nun das Koordinatensystem parallel mit sich ver- 
schieben, so daß der neue Anfangspunkt nach i?=t, I "~ ~ ^j so 
wird in den neuen Koordinaten 



«-I 



die Gleichung 



' 2 h> 



V =n — & 



= 2A«. 



Damit erhalten wir dieselbe Form der Gleichung in rechtwinkligen 
Koordinaten, wie die, von der wir ausgegangen sind. Nur ist k an 
die Stelle von p getreten. 

Wir konstruieren in zwei Punkten C, B der Parabel die Tan- 
genten CL, BL, die sich in X schneiden, und halbieren die Sehne in 




E. Durch passende afßne Abbildung können wir erreichen, daß LE 
auf CB senkrecht steht. F6hren wir nun die Größen 



ein, so bleiben die Werte bei a^ner Abbildung ungeändert. Für die 
zweite Figur gilt nun, wie wir oben gesehen haben, die Gleichung 

«s -(- ti' ■= 1 , 

folglich gilt dieselbe Gleichung auch für die erste Figur. Daraus 
sehen wir, daß auch bei der allgemeinen perspektivischen Abbildung 
eines Kreises, wo die Verbindungslinie des Knotenpunktes K mit dem 
Kreismittelpunkt nicht auf der Kollineationsachse senkrecht steht, 
immer eine Parabel entsteht, sobald die ins Unendliche fallende Gerade 
den Kreis berührt. 
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§ 30. Die Kegelschnitte. 

Die Ellipse, die Hyperbel und die Parabel bilden somit die 
amtlichen möglichen perspektivi Beten Bilder des Kreises, oder, wie 
man sicli auch ansdrücken kann, der Doppelkegel, den man erhält, 
wenn man alle Punkte eines Kreises durch unendliche Geraden mit 
einem außerhalb seiner Ebene gelegenen Punkt« verbindet, wird dnrch 
alle möglichen Ebenen, die nicht durch den Punkt gehen, in Ellipsen, 
Hyperbeln oder Parabeln geschnitten. Eine durch den Punkt selbst 
gelegte Ebene schneidet den Kegel entweder nur in dem Funkte 
selbst oder in zwei Geraden, die aucb in eine zusammenfallen könuen. 
Diese Schnitte können wir nicht als eigentliche perspektivische Bilder 
des Kreises ansehen, weil dabei nicht mehr allen Punkten der Bild- 
ebene Punkte der Kreisebene zugeordnet werden. Wohl aber gibt ea 
stetige Übergänge zu diesen Grenzfällen. Wenn die Bildebene sieh 
parallel Terschiebt und sich der Kegelspitze nähert, so zieht sich ein 
elliptischer Schnitt zu einem Punkt zusammen, eine Hyperbel geht 
in ihre Asymptoten über, und eine Parabel wird an ihrem Scheitel 
immer schmaler und schmaler und unterscheidet sich in g^ebener 
Entfernung von ihrem Scheitel immer weniger und weniger von einer 
doppelt durchlaufenen Geraden, die im Scheitel endigt. Man muß 
aber nicht übersehen, daß dieser tJbei^ang ebenso wie bei der 
Hyperbel, von der eben die ßede gewesen ist, eine Sache des Maß- 
stabes ist. Die Parabel bleibt sich geometrisch ähnlich, wie nahe 
auch die Bildebene an die Kegelspitze hinanrllckt. Aber der Maßstab 
verkleinert sich, so daß in einer gegebenen Entfernung vom 
Scheitel der Abstand der Parabel von ihrer Achse beliebig klein wird. 
,e Es ist der Fall nicht ansgeschlosaen, 

daß der Kreis sich perspektivisch wieder 
^s Kreis abbildet. Sei AB der Dureh- 
messer eines Kreises, der auf der Ebene 
der Zeichnung senkrecht steht und von 
S aus perspektivisch abgebildet wird. 
Die Bildebene soll iu A'B' auf der Ebene 
der Zeichnung senkrecht stehen, und es 
sei SB = SA' und SB = SA. Da der 
Kreis zur Zeichenebene symmetrisch liegt 
und die Spitze S des projizierenden 
Kegels in der Zeichenebene liegt, so 
"" ™ maß der Kegel ebenfalls zur Ebene der 

Zeichnung symmetrisch liegen. Eine Ebene, die in A'B auf der 
Zeichenebene senkrecht steht, müßte den Kegel in einer Ellipse 
schneiden, deren eine Hauptachse in A'B liegt. Die andere Haupt- 
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acliBe steht senkrecht auf der Zeichenebene in der Mitte von A'B. 
Da nun die Ellipse auch symmetrisch zu einer dxirch S senkrecht 
zu A'B gelegten Ebene liegt (infolge davon, daß SB = SÄ'), so muß 
diese Ebene auch eine Symmetrieebene des Kegels sein, und folglich 
entspricht dem Kreise mit dem Durchmesser AB ein symmetrisch 
gelegener Kreis mit deni Durehmesser A'B". Bei einem Kreiskegel 
ist SA — SB, infolge dessen fallen hier die beiden Kreise zusammen. 
Jedes perspektivische Bild einer Ellipse, Hyperbel oder Parabel 
ist wieder eine dieser drei Kurven. Fm das zu zeigen, ziehen wir 
eine Parallele zur KolUneationsachse, welche die Kurve in den Punkten 
C, D schneidet. In C und D konstruieren 
wir die Tangenten, die sich in L schneiden 
tnSgen. Fuhren wir nun zur Bestimmung 
eines Punktes P die Größen 



- LP' 



v~± 



EQ 




ein (wo E die Mitte von CD sein soll), so 
erhält die Gleichung der Kurve in allen drei 
Fällen die Form 

wo a und ß Konstante sind. Bei der per- 
spektiviscben Abbildung tritt an Stelle von m 

die Größe «' = w/m. Die Form der Gleichung bleibt daher gewahrt, 
und die Kurve muß daher wieder eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel 
sein (Kreis als spezieller Fall der Ellipse nicht ausgeschlossen). Die 
abgebildete Kurve ist eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nach- 
dem die Gerade, die bei der Abbildung ins Unendliche geworfen wird, 
die gegebene Kurve nicht schneidet oder schneidet oder berührt. 

§ 31. Die allgemeine affine Abbildung. 

Wenn wir die betrachteten Abbildungen ebener Figuren, die 
geometrisch ähnliche, die affine, die perspektivische durch recht- 
winklige Koordinaten ausdrücken und dabei Gewicht darauf legen, 
den allgemeinsten Ausdruck zu erhalten, so müssen wir beachten, 
daß, wenn wir von unseren bisher entwickelten Formeln ausgehen, 
in der Bildebene das Koordinatensystem noch beliebig gedreht oder 
verschoben werden kann. Sei zunächst von der geometrisch ähnlichen 
und von der affinen Abbildung die Rede. Die geometrisch ähnliche 
hatte die Form 

y'—my. 
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Die affine Äbbüdimg hatte, wenn die x-Achse in die Afflnitätsaclise 
gele^ war, die Fomi 

x'—x + ap, 



Wir wollen hier die geometrisch ähnliehe mit der afBnen Ab- 
bildung Tereinigen. Wenn wir die affine Abbildoog geometrisch 
ähnlich abbilden, bo haben vir za setzen 

x'-~x + ay , x"=mx', .,,. x"=mx + may, 
" und ' mithin " 

f/—hy y"~m^, y —hmy. 

Das gleiche Endresultat erhalten wir, wenn wir erst ähnlich und 
dann affin transformieren 

x'^^mx, x!'= x' -\- ay x"^mx ■\- may, 

„ . . daraus „ , 

y = my, y = oy y — moy. 

Da 1», ma, mb drei beliebige Werte A, B, C haben können, 
so läßt sich das Resultat auch schreiben 

x"= Ax + By, 
y'= Cy. 

A und C müssen dabei von Null verschieden sein, sonst würde 
nicht jedem Wertepaare x"y" auch ein Wertepaar xy entsprechen. 
Dagegen darf B auch gleich Null sein. Die Umkehrnng der Gleichung 
liefert dieselbe Form: 

I „ B .. 



Wenn wir nun in der Bildebene das Koordinatensystem um einen 
Winkel 91 drehen und die Koordinaten in bezug auf das gedrehte 
System mit a^'V" bezeichnen, so ist 

x"'= cos <fix"-\- sin fpy", 
y'"^ — sin tpx"-\- cos qoy", 
und daher 

x"'= A cos fpx + (+ B cos 9) + CBia<f)y, 
y"'= — ^ sin ipx -\- (^—BBixitp + Cco&q>)y. 

Wir sehreiben: 

x"'='px-\-qy, 
y"'^rx + sy. 
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Nimmt man p, q, r, s beliebig an, so kSimeD immer Werte A, B, C, ip 
gefunden werden, so daß 

p— Ä cos y, 9 — B cos qp + C sin y, 
r = — Asm ff, s = — B »m. tp -{• aoB tp. 

Denn A, tp sind nichts anderes als die Folarkoordinaten eines Punktes, 
dessen rechtwinklige Koordinaten j>, — f sind, und B, C sind die 
rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes in dem System x"y", wenn 
2, s seine Koordinaten in dem System ir"y" sind. Wenn p and r 
nicht beide verschwinden, so kann auch A nicht verschwinden. Es 
darf aber auch C nicht Nnll sein, d. h. es darf nicht möglich sein, 
die Gleichungen 

p= Acoifp, q= BcoBip, 

, . und irleichzeitis ^ . 

r=- — -asm^j ° ° s=- — B amip 

zu erfüllen. Geometrisch bedeutet das: ein Punkt mit den Koordi- 
naten q, s darf nicht auf der Geraden liegen, die den Nullpunkt mit 
dem Punkt p, q verbindet, oder auch die FUtche des Dreiecks 0, 0; 
P, r; q, s darf nicht NoU sein. Diese Bedingung umschließt zugleich 
die, daß p, q nicht in den Nullpunkt fallen darf. 

Dieselbe Bedingung erhalten wir auf rein algebraischem Wege, 
wenn wir die Forderung beachten, daß die Gleichnngen 

jr"'= px + qy, 
y"'— rx + stf 
umkehrbar sein müssen. Die tJmkehrung ergibt 

- f 3!'"-f-py'" 



ps — qr' " ps — qr 

and isi dann und nur dann fSr alle Werte a:"V" möglich, wenn die 
Determinante ps — qr nicht verschwindet. Die geomeirische Be- 
deutung von ps — qr ist die doppelte Fläche des Dreicks 0, 0; p, r; 
q, s und zugleich ist ps — qr -^ AC. 

Wenn wir noch eine Parallelverschiebung des Koordinatensystems 
hinzunehmen 

X - x"'+ h, 

r= y"'+ k, 

Bo werden die Formdn zwischen x, y und XF die folgenden: 

X '^ px + qy + h, 

T^rx +sy-i-h. 

Knna«, uuüftUcbc Osometil« dar Ebsna. 9 
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Wird eine Ebene, in der die rechtwmkligen Koordinaten eines 
Punktes X, Y sind, mit einer anderen Ebene, in der die rechtwinkligen 
Koordinaten X, y sind, dnrch diese Formeln punktweise in Beziehung 
gesetzt, wobei von den Eonstanten p, q, h, r, s, k nnr gefordert wird, 
dafi ps — qr von Nnll verschieden sei, so ist es immer möglich, die 
beiden Ebenen in eine solche L^e zu bringen, dsB nach einer geo- 
metrisch ähnlichen Transformation der einen Ebene die Beziehung 
dnrch «ne affine Abbildung g^eben wird. Wir nennen diese Be- 
ziehung der beiden Ebenen affin im allgemeineren Sinne. 

Die Abbildung der beiden Ebenen aufeinander, kann man noch 
in einer anderen Weise zur Anschauung bringen. Wir denken uns 
die a; j-Ebene mit einem Qnadrat- 
netz überzogen. Die Seiten der 
Uaachen sollen den Koordinaten- 
achsen parallel sein und die 
Länge Eins haben. Dem Null- 
punkt X = 0, y — entspricht 
in der XF-Ebene der Punkt 
X = h, Y=k. Dem Vektor, 
der vom Nullpunkt x = 0, y = zum Punkte x ^ l, y = führt, ent- 
spricht in der JCr-Ebene ein Vektor, der die Komponenten p, r hat, 
und Ton h, k nach h + p, k + r führt. Dem Vektor, der vom Null- 
punkt 3^ — 0, y — zum Punkt a^ = 0, t/ = 1 führt, entspricht in der 
XJ-Ebene ein Vektor, der die Komponenten q, s hat und von k, k 
nach h + q, k -\- s führt Als Bild des Quadrates in der ^y-Ebene er- 
halten wir in der XY"- Ebene ein Parallelogramm, das von den Vek- 
toren p, r und q, S gebildet ist. Das Quadratnetz in der a^y-Ebene geht 
in ein Netz von Parallelogrammen in der XY-Ebene über. Mit Hilf6 
dieses Netzes kann man die Werte von x und y auch aus dem Bilde 
eines Punktes P in der Xy-Ebene ablesen, ohne seine Lage in der 
xy-Ehene nachzusehen. Man zählt x, y an den Parallelogrammen und 
den Unterabteilungen ab, die entstehen, wenn man die Parallelogramm- 
seiten in gleich viel Teile teilt. Umgekehrt kann man auch X und Y 
in der a^^-Ebene ablesen, wenn man sich ein Quadratnetz in der 
XF-Ebene denkt und als Netz" von Parallelogrammen in der xy- 
Ebene abbildet. Die Koordinatenachsen 

x = o und r-o 

bilden sich in den Geraden 

px + qy + k-^O und rx + sy +k = 

ab. Für irgend ein Wertepaar x, y können wir X definieren als das 
Drehungemoment einer in der Geraden px -f- jy -f- Ä — liegenden 
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Kraft mit den Komponentea q, —p in bezog auf den Punkt x, y 
positiv gerechnet, wenn die Kraft im positiven Sinne (das ist der 
DrehungBeiim von der positiven ai-Achse zur positiven y-Achse) um 
den Punkt zu drehen strebt. Ebenso ist Y das Drehungsmoment 
einer in der Geraden rx -\- sy -\- k = li^enden Kraft mit den Kom- 
ponenten s, — r in bezng auf den Punkt x, y. 

Ein Kreis, der in der «y-Ebene mit dem Radius OÄ = OB um 
den Nullpunkt gesehlagen wird, bildet sich in der XZ- Ebene als 
Ellipse ab und die Bilder von OA und OB messen konjugierte Halb- 
messer sein. Legen wir den Anfangspunkt eines Koordinatensystems 
X'Y' der XF- Ebene in das Bild von und lassen die Achsen mit 
deu Hauptachsen der Ellipse zusammenfallen und drehen zugleich in 
der o^^-Ebene das Koordinatensystem so, daß die Achsen des Systems, 
dessen Koordinaten wir afy' nennen wollen, mit den Durchmessern 
des Kreises zusammenfallen, die den Hauptachsen der Ellipse ent- 
sprechen, so wird das Netz in der ZF- Ebene, das dem quadratischen 
Netz des Koordinatensystems x'y' in der xy-^hene entspricht, ein 
rechteckiges. Sind a und b die Längen der Haupthalbachsen in der 
X'- und r'- Achse, so wird demnach 
X'— az', 
Y'~ by'. 

Auf diese Form kann man mithin die allgemeine afSne Ver- 
wandtschaft zweier Ebenen immer bringen, wenn man Drehungen und 
Parallelverschiebungen des Koordinatensystems zuläßt. Statt io der 
xy-Ebene einen Kreis anzunehmen, der in der XF-Ebene als Ellipse 
abgebildet wird, kann man auch in der Xf-Ebene einen Kreis an- 
nehmen und die Hauptachsen seines elliptischen Bildes in der xy- 
Ebene suchen. Analytisch wird das bequemer sein, wenn X und Y 
als Funktionen von x und y gegeben sind. Man nehme den Kreis 

(x-hy+(T-h)'-i. 

Die Gleichung der ihm entsprechenden EiUipse ist dann 

(px + qyf + {rx + syy = 1 
oder 

Äx^ + ^Bxy+Cy'=l, {A=p^ + r\ C-q^ + ^, S=pq-i-r8). 
In Polarkoordinaten 

X •" R coa ip, y -^ Bbukp, 
geschrieben wird dies 

B^[A cos* tp + 2B coB y sin 9. -I- C sin* y] - 1 
oder, wenn man 
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cos'fi — \+ ^COB 2ip, 2 cos 9) sin 9) — sm 2^, 
tön.* f = ^ — \ cos 2<f 
Mfedi, 

J?[^4^ + —^ cos 2t + 3aiB 2v] = 1. 

Bestimmt man jebt eine positive Größe ^ und einen Winkel a 
so, daß 

— i — = (<!oso:, £^^sina, 

BO wird die Gleichong in der Fonn geschrieben werden können 

i?[^4^ + «.C08(29>-c)] = l. 

Der Wert der Klammer wird am größten fOr coe {2q)—a) — + 1, 
d. h. fBr 9>=a/2 oder «/2+1800 and am kleinsten fOr f = a;2±9(ß. 
FOr diese Richtong wird demnach A* seinen kleinsten und gröBten 
Wert annehmen. Die Hanpthalbachsen a, b der Ellipse ergaben sich 
somit ans 

1 A+C , 1 Ä+C 

wo b in die Richtung 91— a,2, o in die ßichtnng 91— 0/2 + 90" fällL 



§ 32. Dia allgenwina perspektivische AbMIdung. 

Die perapektiTische Abbildung einer Ebene hatten wir ansgedrackt, 
indem wir statt der rechtwinkligen Koordinaten x, y die Ausdrücke 
Ton der Form 

w — — ^- , B — — ■ — ^ — oder a — c — ^- , y = tf a - , ■ 
eingeführt hatten und ebenso in der Bildebene 

«'— — — „ »'= — ■ —^—. oder af=c^r-r—-, s'—y^T-, — = ■ 
Die Abbildung der einen Ebene auf die andere war dann durch 
»'= mw, tj'= V 
auBgedrackt. In den rechtwinkligen Koordinaten ist die Abbildung 
nicht ganz bo einfach zu schreiben, es wird 
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Wir können den Zns&mmenliang der rechtwinkligen Koordinaten 
aber Tereinfachen, wenn wir die y-Achse und entsprechend die y'-Achse 
parallel Terschiebea und sie nicht mit der Eollineationsachee zu- 
Bammenfallen lassen, sondern dnroh den Knotenpunkt K legen. An 
Stelle von x tritt dann x — c~x und an Stelle von x' tritt ^=-c— y, 
während y und y' unTerändert bleiben. Wir haben dann 

M= ^~^ =4—1 ^ = -^4 

X X ' t/n X' 



Die perapektiTiache Abbildnug verlangt dann 

|,_i_i^_„ Md l-f 

oder, indem wir für S,s' wieder die einfachen Bezeichnungen x, a/ 
schreiben 

^ ~ m + ax^ ^ ~ m + ax ' 
wo a für '-'^ — geschrieben ist. Die Größen m und a können alle 
möglichen Werte haben, nur darf m nicht gleich Xull sein, denp 
sonst würde nicht jedem Punkte der Bildebene auch ein Punkt der 
Fignrenebene entsprechen, för jeden Wert von x wäre x'= 1/a. o = 
würde, wenn m nicht gleichzeitig Eins ist, bedeuten, daß c unendlich 
geworden ist, d. h., daB die KolUneationsachse im Unendlichen liegt, 
und mithin die Figuren- und die Bildebene einander parallel sind. 
Die perspektivische Abbildung geht dann in die geometrisch ähnliche 

über. Wenn m= 1 ist, ohne daß ei ~ ist, so bedeutet das e = 0, 
d. h. die Kollineationsacbse lauft durch den Knotenpuiikt Dieser 
FaU ist natürlich möglich; denn bei ParaUelrerschiebimg der Bild- 
ebene bleibt der Knotenpunkt an seiner Stelle, während die Kolli- 
neationsachse sieb parallel verschiebt. Man kann daher die Bild- 
ebene immer bo legen, daß die Kollineationsacbse durch den Knoten- 
punkt läuft. Bei der Parallelverschiebung ändert sich die Bildebene 
geometrisch ähnlich. In der Tat siebt man auch direkt aus den 
Formeln, daß eine geometrisch ähnliche Änderung der Bildebene ge- 
funden werden kann , bei der m — 1 wird. Wir brauchen nur 

, X- , Y' , . , 

X = -~, M — — ZU setzen, so wird 
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Wir wollen nun seilen, irelclie allgemeinere Form die Qleiclicngen 
der perspekävischen Abbildungen 

snnehmeQ, wenn wir das Kotirdinatensystem in der Figuren- und in. 
der Bildebene drehen und Tersohieben. 

In der Bildebene seien |', n' die rechtwinkligen Koordinaten in 
bezng auf ein gegen das System x, y um den Winkel ip gedrehtes 
und um h, k vei^chobenes System. Wir haben dann 
£'= cos <px'-i- sin ipp — h, 
1)'= — sin g)3f-{- cos <pif'— Je 
und daher 

o, px-\-qy — hm , 

1= ax-+ ^ — ' J) - ««a (p - Ao, 3 = Bin y, 

, rx4-sy-~km . , 

tj = ' — , r ■= — sin qp — ka, s => coa 91, 

Nun drehen und verschieben wir auch in der Figurenebene das 
Koordinatensystem. Seien |, i; die neuen rechtwinkl^en Koordinaten, 

so ist 

X = cos i>^ — sin ^ij + Xf,, 

y = BinVS + co3Vi?+yo- 
Damit wird der Zusammenhang zwischen den Koordinaten |'i;' 
in der Bildebene und |, ij in der Figurenebene: 

t'_ ".l + ft^ + r. '_ ".e + ftn + r . 

S «e + ^ij + y ' '^ "S-l-ptj + y^' 

wo 

0^= coB^p -{- aiaijtq, ^^=~sinii'p + aoBjpq, yi= px^+ qy^— hm, 
ßg — cos ii-r + sin ^s , /Sj — — sin ^ r + coa ^ s , y, = rx^ + äj/q — Ä w, 
a = « cos ili, ^ — — a sin 1(1, y = aXg+ m. 

Das Wichtige ist nun, daß sich das Umgekehrte zeigen läßt. 
Werden zwischen |, ij und |', ij' Beziehungen von dieser Form an- 
genommen, wo die Konstanten a, ß, y, a,, ß^, y,, q^, ß^, y^ beliebig 
angenommen werden, so ist dadurch eine perapektivische Abbildung 
der beiden Ebenen aufeinander definiert. Man kann dann rückwärts 
die Koordinatensysteme so annehmen, daß in den neuen Systemen die 
Beziehung die Form 

annimmt. Vorausgesetzt ist dabei nur erstens, daß k und ß nicht 
beide verschwinden. In diesem Falle hätten wir es mit einer alfinen 
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Beziehung im allgemeiaeren Sinae zu tun, wie Torhin gezeigt -worden 
ist. Zweitens ist vorausgesetzt, daß die Abbildung alle Funkte der 
Bildebene umfaßt, so daß jedem Punkte der Bildebene auch, ein Punkt 
der Figurenebene entspricht (das Unendliche in dem früher erläuterten 
Sinne eingerechnet), oder algebraisch gesprochen, daß sich die beiden 
Gleichungen zwischen £, tj und |', t}' auch nach |, ij auflösen lassen. 
Wir gehen also von den Gleichungen 



r 



«ä + ?i + r ' ' "k + ßn + Y 



aus und woUen zeigen, daß sie eine perspektirlsche Äbbildui^ der 
Ebene |, 17 auf die Ebene €', ^' definieren. Wir ändern zunächst in 
der Figurenebene S, 1; das Koordinatensystem, indem wir die Ordinäten- 
aohse x — in die Gerade a^ -l- ßi^ + y -^ legen und die y-Achse 
ii^end wie senkrecht dazu annehmen. Dann wird 

ai + ßTi + r-^x (i^y^Tß') 

-ßi + av -^ 
und 



-XPy—aj 



%-- 



Werden diese Ausdrücke oben eingesetzt, so nimmt die Be- 
ziehung zwischen der Figuren- und Bildebene die Form an 



r- 



P,g + 9.!/ + n ._ ff,3: + g,y-l 



Die Konstanten p^, q^, T^^ Pi,li,r^ erhalten bestimtaite endliche Werte, 

denn sie setzen sich aus den Größen a, ß, y und l/l allein durch 

Addition, Subtraktion und Multiplikation zusammen. Jetzt drehen 

wir das Koordinatensystem in der Bildebene, indem wir setzen: 

x'= cos ^pg'+ sin 9>ii', 

y'™ — sin qs|'+ cos^^ij'.. 

Den Winkel tp wählen wir ao, daß 

cos 92, + ein ?igj = 
ist. Dann wird 



y = - 



ond durch die Parallelverschiebung X'— a;'— ^j, + 5'g, T'^y — pj 



Y'- 



4,!' + f. 
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Hier Axrf es f, x^-; S-lJI «c;. ^«a «iwa« «an 

«L k B» tE=3e i', f tÄi i-iiji-.jr aszüsis. Ik^':^ Werte 
vom X'f r V "■-?'■*» <cc GJei'^Tzc 

BOT hAvA-fpa. w*Ea r. —?,— •> wir»; »c«r ?,='"• v^rae cii j,— 
£s EcS w ••:>- ^ . weea ieäa P^rkt ür Kl-icö^K a» Büd Tm-- 

in der ri^.jeiiM>aie vgT^t fi^ r: "ir ^ 

X ^- , 1 -J,s 

\yi»at fji'äÄa.aaaca. kodBes aber auf Cass^i« LiiwK vic die ob^ 
betiBeiktcien Glei/rkungen 




Das ixt far 1 ^, — a und — r^ ^|*= in mit der oben betnditetm 

Form idratiK-li. 



g 33. Penpektivische KaordiMteaMtze. 

Ähnlich wie wir bei der a£Snea Äbbildang mit Hufe eines Netzes 
TOD Parallelogrammen, durch das wir das quadratische Koordinaten- 
netz der einen Ebene in der anderen abbildeten, die Eoordinat^i der 
anderen Ebene in der betrachteteai Ebene ablesen konnten, ahnlicJi 
könneoi wir das auch hier. Xnr wird daa Quadratnetz der einoi 
Ebene in der anderen nicht wie bei der afBnen Yerwandtsehaft dnrdi 
pBrallelogtamme abgebildet, sondern, wie wir sogleich sehen werden, 
durch Vierecke, deren gegenfiberliegende Seiten im allgemeinen nicht 
psraDel sind. 

Wir wollen in der Figurenebene |, n das Xetz an&nchen, dessen 
Bild in der Bildebene £', ij' das quadratische Koordinatennetz ist Den 
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Koordinatenachsen ^' — und i/' = entsprechen in der Figurenebene 
die Geraden 

«J + ZSi'J + yi-O ^^ a,i + i?,^ + j-, = 0. 
Den uneudUchfemen Punkten der Bildebene entspricht die Gerade 

Wir wollen die Ecien des Dreiecks, 
das diese drei Geraden miteiaan- 
der bilden, mit 0, F^, Fj be- 
zeichnen derart, daß dem An- 
fangspunkt S' = 0, 7j' — ent- 
spricht, F^ dem unendlichfemen 
Punkt der Achse g' = und F^ 
dem unendlichfemen Punkte der ^ 
Achse 1?' = 0. Auf der Geraden 
OF^ wollen wir uns eine Eraft 

A^ Bi mit den Komponenten ft , — a, -wirkend Torstellen, ebenso auf 
der Geraden OF^ eine Kraft A^B^ mit den Komponenten ß^, —a^ 
und anf der Geraden fji^j eine Kraft ^Bmit den Komponenten [i,—a. 
Dann bedeuten für irgend einen Punkt P mit den Koordinaten 
I, ij die drei Ausdrücke 

«il + A^ + ru "i^ + ßin + r», <^i + ßv + y 

die Momente der Kräfte A^B^, A^S^, AB in bezug auf den Punkt P, 
positiv oder negativ nach ihrem Drehungseinn gerechnet, oder geo- 
metrisch statt mechanisch gesprochen, sind es die doppelten Flächen 
der Dreiecke PA^B^, PA^B^, PAB positiv oder negativ gerechnet, 
je nachdem der Umlaufasinu der Dreiecke in der Reihenfolge der hin- 
geschriebenen Buchstaben der positive oder negative ist. |' und ij' 
sind die Verhältnisse der ersten beiden Momente zum dritten. Um 
aus der Zeichnung för irgendeinen Punkt P die Momente zu bestim- 
men, wurde man am besten die senkrechten Abstände des Pnuktes P 
von den drei Geraden bestimmen; diese wären dann mit den ein für 
allemal bestimmten Längen A^B^, A^B^, AB zu multiplizieren und 
entsprechend der Lage von P zu den Kräften mit dem richtigen Zeichen 
zu versehen. Um .'|', )}' zu bestimmen, brauchte man die Momente 
selbst nicht auszurechnen, sondern könnte fHr |' das Verhältnis der 
Abstände des Punktes P von den Geraden OFi und F^F^ mit dem 
ein für allemal berechneten Verhältnis der Kräfte A^Bi und AB 
multiplizieren und imalog für ij'. Das Vorzeichen wird für die sieben 
Gebiete, in welche die Ebene durch die drei Geraden zerschnitten 
wird, ein für allem^ festgestellt. Beim Übergang über eine der Ge- 
raden ändert sich das Vorzeichen des betreffenden Momentes. Von 
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den vier Teile, in welche die Ebene durch die beiden Geraden OF^ 
und FjF^ zerfällt, haben je zwei gegenüberliegende das gleiche Vor- 
zeichen 7on 5', zwei aneinanderliegende entgegengeeetztee Vorzeichen. 
Analog ist es mit 7^', 

Den Geraden 6'= Const, entspricht daa Strahlenbüschel F^, den 
, Geraden ij' = Conat. das Strahlen- 

büHchel-Kj. Um sie zu konstruieren, 
Buchen wir auf den Geraden OFj 
und OF^ die Punkte E^ und E^, 
die den Werten |'= 1, ij'= und 
1=0, ij'—l entsprechen. Wenn 
wir nun irgendeinen gegebenen 
Punkt P mit F^ und F^ verbindeD, 
und den Durchschnittspunkt von 
. PF^ und 0-F, mit P„ den von 
PF^ und OjPj mit Pj bezeichnen, 
ist das Doppelverhältnis der 
mg. «4. Punktepaare E^, Pj und 0, F^ das- 

selbe, wie das der entsprechenden 
vier Punkte in der Bildebene. Dort fällt nun F^ ins Unendliche und 
damit wird F^P^jF^E, in der Bildebene gleich Eins. Das Doppel- 
verhältnis 

OPJOE, 

wird daher in der Bildebene gleich ± OP^/OE^, d. i, gleich |'. Das 
ist also auch der Wert des Doppelverhältnisses in der Figurenebene. 
Analog ist das DoppelyerMltnis der Punktepaare E^, P^ und 0, Fi 
gleich ij'. Auf der Geraden OF^ denken wir uns nun die Punkte 
|'= ± If ± 2, ± 3, ± 4, . . . verzeichnet 
und ebenso auf der Geraden OF^ die 
Punkte 7]'= ±1, +2, . . ,, die ersteren 
verbinden wir mit F^ und die letzteren 
mit F^. Das von diesen Geraden ge- 
bildete Netz entspricht dem quadra- 
tischen Koordinatennetz in der Bild- 
ebene. Die rechtwinkligen Koordi- 
^ naten |'i;' der Bildebene kann man 
Fig. 66. damit für die Netzpnnkte auch in der 

Figurenebene durch Abzählen der 
Maschen bestimmen. Innerhalb jeder Masche sind die Unterabteilungen 
wieder perspektivisch zu machen. Aber wenn die quadratischen Maschen 
der Bildebene klein genug gewählt sind, so wird jede Masche in der 
Figureuebene sehr wenig von einem Parallelogramm verschieden sein, 
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und die Beziehung zwischen ihr und der entsprechenden Masche der 
Bildebene kann mit geringem Fehler als eine affine betrachtet werden, 
80 daß man die Seiten nur proportional zu teilen braucht Denn denkt 
man sich die Seiten einer Masche mit der entsprechenden Seite der 
anderen Masche in perapektiviseher Lage, ho werden bei hinreichender 
Kleinheit der Seiten die projizierenden Strahlen sehr nahe einander 
parallel, und die Seiten daher ähnlicb aufeinander abgebildet. 

Es ist nicht ausgeschlossen, daß von den Ecken des Dreiecks 
OFiF^ eine oder zwei ins Unendliche fallen. Die Doppelverhält- 
nisse behalten ihren Sinn, und das Netz kann nach den eben erklärten 
Regeln konstmiert werden. Wenn eine der drei Seiten des Dreiecks 
ins Unendliche fällt, so verschwinden in dem betreffenden Ausdruck 
z. B, «il + Aij + z, die beiden Koeffizienten von | und ij und das 
Moment o^l + ßiV + Vi ist für alle Punkte |, ij dasselbe. 
Ausgeschlossen ist jedoch, daß zwei von den Geraden 
^li + ßiV + n-O, cc^^ + ß^ri + y,~0, a^ + ßTj-i-r^O 
zusammenfaUeu, oder daß alle drei durch einen Punkt gehen. Fielen 
zwei zusammen, so würden die beiden Momente für, alle Werte von 
I und ij einander proportional, und es müßte entweder eine der beiden 
Größen |'i?' für alle Werte von |, ij denselben Wert haben, oder J' 
und ij' wären einander proportional Ginge eine der Geraden durch 
den Schnittpunkt der anderen beiden, so wäre das eine Moment als 
lineare Funktion der anderen beiden darstellbar. Denn die drei Kräfte 
ÄiBf, A^Bj, AB gilben dann durch einen Punkt, und ea müßte 
möglich sein, die eine Kraft in zwei Komponenten parallel den anderen 
beiden zu zerlegen, z. B. 

ft - iß, + C|3 

-o, 1«, -(.«, 

und damit wäre 

Die von g, tj unabhängigen Glieder müßten sich von selbst weghebeji, 
sonst könnte die Gleichung nicht erfüllt sein, wenn man für £, rj die 
Koordinaten des gemeinsamen Punktes der drei Geraden einsetzt. Aus 
dieser Gleichung würde ahejr durch Division mit «i + ßri + y fo^en: 
I' — Xri' + n, d. h. S', 1]' könnten nicht beliebig angenommen werden, 
was gegen die Voraussetzung ist. 

Wir wollen die drei Momente mit den Buchstaben u, v, w be- 
zeichnen 

M = a,g + (3^1; + n. w = OjS + ßiV + y»> w = a^ + ßt] + y, 
und sie die Dreieckskoordinaten des Punktes |, r/ nennen. Zwischen 
den drei Werten u, n, w besteht eine von § und i; unabhängige lineare 
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Relation. Denkt man eich nämlich die EJ-aft ^,£, mit einem Faktor X^ 
Bo mnltipliziert, daß sie in die Kraft OF^ übei^elit, und ebenso 
die Kräfte A^S^ nnd AB mit Faktoren ^, X, so daß sie in. F^O 
und FfFg übei^ehen, so ist die Summe der Momente der drei Kräfte 
OF^, J^i-Fj, -F,0 gleich der doppelten Dreieckeääche OF^Fg positiv 
oder negativ genommen, jenachdem das Dreieck in der Reihenfolge 
dieser Buchstaben im positiven oder negativen Sinne dorcblaufen 
wird: 

i^u -j- i,v + Iw = c. 

Für den Fall, daS eine der Dreiecksseiten ins Unendliche rückt, würden 
in diewr Gleichong zwei von den Konstanten i^, X^, X verschwinden. 
Die Lage des Punktes |, t] ist schon durch die Yerl^tnisse u:v:iff 
bestimmt, ohne daß man die Werte von u, v, w selbst zu kennen braucht. 
Die VerhaltnisBe u/w, vjw können als die rechtwinkligen Koordinaten 
I', i;' eines Punktes aufgefaßt werden in einer Ebene, auf welche die 
Ebene ^, ^ perspektivisch abgebildet ist. Bei der Abbildung faUt 
die Gerade w — ins Unendliche. Gerade so kSnnte man aber auch 
m/v, w/ü oder v/u, w/u ab rechtwinklige Koordinaten einer Ebene 
auffassen, auf die die Ebene |, i; perspektivisch abgebildet ist. Dabei 
würde die Gerade v -= oder m = ins Unendliche geworfen werden. 
Die Koordinaten |, i; konnte man selbst auch als Verhältnisse von 
Dreieckskoordinaten auffassen 

indem man als Dreiecksseiten die Koordinatenachsen 6 = 0, i; = nnd 
die Unendlichfeme Gerade einführte. Das Moment das sich auf die 
unendlichfeme Gerade bezieht, müSte konstant sein 



Auf diese Gleichtuig reduziert sich in diesem Falle die Relation 

ij« + X^v + Xw = c. 
Die anderen beiden Momente sind durch | und tj ausgedrückt 

u — c6, v = crj. 
Jede Gleichung zwischen | und i; von der Form 

jI«,,!',' - 0, 

wo X, n irgendwelche ganzzahligen positiven Werte annehmen können, 
würde in die Gleichung 
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fibergehen, und, wenn w der größte Wert ist, den X + fi in der Glei- 
chung hat, so ergibt sich durch Multiplikation mit w" die Form 

oder 

Man nennt eine solche Oleichung, bei der die Summe der Ex- 
ponenten Ton u, V, w in jedem Gliede dieselbe ist, homogen. Jede 
homogene Gleichung kann durch Division mit «1^+''+'' wieder in eine 
Gleichung zwischen u/w und v/w verwandelt werden. Sie bestimmt 
also immer nur die Verhältnisse uzv.ki. Den Wert von w kann 
man dabei ganz willkürlich lassen, so lange es sich um endliche 
Werte von | und tj handelt. 

Die Gleichung einer geraden Linie z. B. 

Äi-^Bri + C-O 
schreiben wir 

Äu + Bv-irCtv = 0. 

Läßt man A und B kleiner und kleiner werden, ohne das Ver- 
hältnis Ä: B za ändern, so rQckt die Gerade parallel mit sich weiter 
tmd weiter fort. Die unendlichfeme Gerade können wir daher durch 
die Gleichung 

Gtc — oder auch w=~0 
aasdrOcken. 

Denken wir uns in der Bildebene die rechtwinkligen Koordinaten 
5', rf ebenso durch Dreieckskoordinaten «', v, w' auBgedrückt 

wobei Ober den Wert, den t>f haben soll, nicht verfQgt wird, weil es 
hier nur auf das Verhältnis u'iv'iw' ankommt, so können wir die 
Perspektive Abbildung auch durch die Gleichungen 

w' — au + ßv + yw 
ausdrücken. Die Gleichungen müssen nach u, v, w auflösbar sein. Das 
kommt, wie wir oben sahen, auf dasselbe hinaus, wie daß die Geraden 



«.K + A" 


+ )'.«'■ 


-0, 


«,» + A. 


+ y,w 


-0, 


«» + /)' 


p + yw. 


-0 
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keinen Punkt gemein haben BoIlen. In der Figurenebene kann man 
dnrch die Dreieckskoordinaten die Verbältnisse von u', v', w' ablesen, 
ohne auf die Bildebene zurückgeben zu mÜBSen. Denn es ist z. B. 

d. h. es ist gleich w multipliziert mit dem £>rebung8moment der 
Kraft Ä^S^ mit den Komponenten ß^, — <t^, die in der Geraden OJ^ 
wirkt. Ebenso sind v\ w' durch die Momente der Kräfte A^B^ und 
AB bis auf den Proportionalitatsfaktor w bestimmt. Mit anderen 
Worten: u', v, w sind in der Figurenebene nichts anderes als Drei- 
eckskoordinaten bis auf den beliebig zu bestimmenden Proportionalitats- 
faktor. 

Jede Gerade in der Bildebene ist durch eine Gleichung von der 
Form 

Äv: + -C«' + Gw " 

ausgedrückt. Die entsprechende Gerade in der Figurenebene erhalten 
wir durch Einsetzen der Ausdrücke für u', »', w 

A^-Ä'a^ + Ba^+Ca, 
Au-i-Bv + Cw = 0, wo B = A'ßi + Bß^+Cß, 
C = A'y^+B'y^+Cr- 
Auch die unendlichfernen Geraden der Bild- und Figurenebene 
sind hier eingeschlossen. Die unendlichfeme Gerade der Bildebene 
bat die Gleichung 

Cw'=0, 
und ihr entspricht die Gleichung 

Cau + Cßt + Cyw - 
oder 

au + ßv -\- yw = 0, 

d. i. die Gerade F^F^ (Fig. 63). 

Umgekehrt wird in der Figurenebene die unendlichfeme Gerade 
durch die Gleichung 

0^ = 

ausgedrückt. In der Bildebene erhält man die ihr entsprechende 
Gerade, wenn man w als lineare Funktion durch m',v', w' ausdrückt 
und gleich Null setzt. 

Jede Kurve in der Figurenebene, die durch eine Gleichung 
zwischen | und rj von der Form 

ausgedrückt ist, Eßt sich in homogener Form: 
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^a,^u'-v''w''= 0, X + fi + v = n 

ausdrQcken. Führt man nun satt u, v, w die mit ilinen linear und 
homogen yerbmidenen Veränderlichen m', v', w ein, so ergibt sich 
eine homogene Gleichung 

^di^,u'"o''-'w'' = 0, A + /i + j' = », 

in der die Snmme der Exponenten i + /t + r die gleiche ist, wie 
vorher. Diese ßleichung kann man dent«n entweder als Gleichung 
des perepektiTischen Bildes der Kurve; dann sind m'/w' und v'lw' 
rechtwinklige Koordinaten in der Bildebene. Oder man kann sie 
deuten als die Gleichung der Kurve selbst; dann sind die Verhältnisse 
w' : »' : w' gleich den Verhältnissen der Dreieckskoordinaten bezogen 
auf das Dreieck, das von den drei Geraden 

«J + A^ + y^o. «^l + fS^^i + ya-o, «^ -h ^i? + j- - o , 

gebildet wird, und die Kräfte mit den Komponenten /3^, — Kj • 
^a , — a, ; ^ , — tt , die in ilmen wirken. Der Proportionalitätsfaktor 
bleibt dabei unbestimmt, da es nur auf das Verhältnis u':v':w' zur 
Bestimmung eines Punktes ankommt. Wir nennen die mit einem 
unbestimmt bleibenden Proportionalitätsfaktor versehenen Dreiecks- 
koordinaten homogene Koordinaten. Der Vorzug der homogenen 
Koordinaten besteht darin, daß die unendlichfeme Gerade algebraisch 
grade so ausgedrückt wird, wie irgend eine im Endlichen liegende 
Gerade. 



§ 34. Die allgemeine Gleictiung der Kegelschnitte. 

Wir fanden die allgemeinen Formeln der perspektivischen Ab- 
bildung in rechtwinkligen Koordinaten 

,. _ u^i±±,3 + n - ".l + ft^ + y, 
^ «S + ^-i + r"' ^ «l-hPi-fr ' 
oder umgekehrt nach \ und ij aufgelöst 



I- 






Das perspektivische Bild eines Kreises, dessen ßleichuDg 
l'+l'-r'-O 
ist, wird demnach in rechtwinkligen Koordinaten X^ 

((.,r+ 1,,'+ c,)'+ (o,r+ i',<i'+ «-s)'- <''f% + !"i + «)'- 



„Gooi^Ic 



144 HL I^iB lineBren KoordinateDtniisfonnfttioneii. 

hdet man die Klammem aaf und ordnet die Glieder nach |' und 
1]', Bo erMlt man eine Gleichung von der Form 

A6'*+ 2Btr)'+ CV*+ 2Dr+ 2Efi'+ F^O. 

Wir wissen schon, dafl diese Gleichung jede beliehige Ellipse, 
Hyperbel oder Parabel aasdrQcken kann. Denn jede dieser Eoiren 
kann als das perspektiTische Bild eines Kreises aufgefaßt werden, 
und ee liegt keine Beschränkung darin, daß wir den Anfangspunkt 
des Koordinatensystems in der Fignrenebene in den Ereismittelpunkt 
gelegt haben. Denn die Formeln der perspektiTischen Abbildung 
lassen jede Annahme des Koordinatensystems in der Figorenebeae 
zu, ohne ihre Allgemeinheit zn rerlieren. 

Wir wollen nun aber untersuchen, ob durch die Gleichung 
At'+ 2BIV+ CV*4- 2Z)r+ 2E7j-+F~0 
bei beliebiger Annahme der Konstanten A, B, C, D, E, F noch 
andere geometrische Gebilde außer der EUipse, Hyperbel, Parabel 
ausgedrückt werden können. Zn dem Ende suchen wir die Gleichung 
durch passende Wahl des Koordinatensystems zu vereinfachen. 

In Polarkoordinaten r, tp, wo g'— rooa^j, t;' — rsiny, wird der 
«rate Teil der linken Seite geschrieben 

Ai'*+ 2Bi'jj' + Cr]''= r*[^cosV + 2Beos(pBmq) + Csin'qo]. 

Wir setzen 
coaV — ^ + JcosS^), sin'y — | — ieo&2q), 2BmipcoBrp = sin29) 
und erhalten 

^r'+2£|V+Ci?'»=r*[^^+-^C0829> + Bsin29j]. 

Führen wir nun zwei HilfsgrSßen R, a. ein, so daß 

J — C „ 

--— = iicosts, 

£— Üsina, 
wo jß, u als Polarkoordinaten des Punktes mit den rechtwinkhgen 
Koordinaten — ^ — , B definiert werden können, so wird 

41"+ 2BIV+ Cij'» = r»[^4^+ ÜC08(2y - «)]. 

Wir drehen nun das Koordinatensystem um den Winkel f^2. 
Die neuen Koordinaten x, y werden dann 

X = rcoB(9> — tt/2)^ C08a/26'+ sina/27)', 
y = rsin(qD — aß) = — sinß/2|'+ caaaßt} , 
oder 
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|'= ooaaßx ~ amaßj/, 
und erhalten 

2I)i'+2Eti'- 2(D cos aß+EBia.ti/2)x+2{-D sina/S +-Ecos aß)tf. 

Die gegebene Gleicliuiig kann mithin in x und y in der Form ge- 
schrieben werden: 

Äx" + Üy* + 23x + 2Ey + F = 0, 
wo 

S = co8K/2I> + 8ina/2£:, £^ aiaaßl) -ir coiaßE. 

Darob die Drehung dea KoordinatensysteniB ist damit das Glied weg- 
geschafft, das das Produkt der beiden Koordinaten enthält. 

Wenn nun A von Null verschieden ist, so kann man durch eine 
ParaJlelTerschiebong des Koordinatensystems das Glied 21>x weg- 
schaffen. Denn 

Ja;>+ 2^x - ä[x + ^^ ~ ^*- 
Man brauchte also nur X +— als neue Abszisse einzuführen, was auf 
eine Parallelverschiebung um — ^ parallel der a;-Achse hinauskommt. 

Ebenso wörde eine Parallelverschiebung um — — parallel der 
y-Achse das Glied 2£y wegschaffen. 

Sind also Ä und C beide von Null verschieden, so wird die 
neue Gleichung, wenn wir die neuen Koordinaten wieder mit x, y 
bezeichnen, 

la;ä+Cy'+F = 0, wo F = F-^~B ■ 

Hier kommt es nun auf die Vorzeichen von Ä, C, F an.- Sind alle 
drei von gleichem Vorzeichen, so hat die Gleichung keine reellen 
LSsungen. Haben Ä und ü gleiches Vorzeichen, F aber das ent- 
gegengesetzte, so stellt die Gleichung eine Ellipse dar 

•' ^ »' ' A ' C 

Haben dagegen Ä und C entgegengesetztes Vorzeichen, BO. stellt die 

Bonge, aailTUiche GeomMri. d«r Ebene. 10 
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Gleichung eine Hyperbel dar, deren Scheitel entweder anf der «Achse 
liegen 

oder auf der y-Achae 

«'^ 6' ' a' . C' 

jenachdem das Vorzeichen von F mit dem Ton ü oder mit dem von 
Ä übereinstimmt. 

Ist J" — 0, ao wird die äleichung 

wenn Ä nod C gleiches Zeichen haben, nnr durch das Werteystem 
X = y — i) befriedigt Haben Ä und C dagegen entgegengesetztes 
Zeichen, so stellt die Gleichung zwei gerade Linien dar 

■ ^ 

y — mx, y — — mx, wo m'— — -_ ■ 

Die beiden geraden Linien können, wie wir oben gesehen haben, als 
Grenzfall einer Hyperbel angesehen werden, deren Scheitel sich zu- 
sammengezogen haben. Ebenso kann im Falle, wo Ä und C gleiches 
Zeichen besitzen, der Punkt x ^ y ^^0 als Grenzfall einer EUtpse 
angesehen werden, deren Achsen sich zu Null zusammei^ezogen haben. 

Wenn von den beiden Größen Ä und C nnr eine von Null ver- 
schieden iet, z. B. C, so läßt sich das Glied 22}x nicht beseitigen, 
wenn es vorbanden ist, wohl aber das Glied 2Ey. 

Damit erhalten wir eine Gleichung von der Form 

Üy'+2Dx + F =0, F = F-E ■ 

Ist hier D von Null verschieden, so kann man durch Parallelver- 
Gchiebung um ^ auch das von x und y unabhängige Glied weg- 
schaffen. Die Gleichung erhält dadurch die Form 
Üy'+2Dx-0 

und stellt demnach eine Parabel dar. Wenn dagegen ^ — ist, so 
geht die Gleichung über in 

ay'' + F=0. 
Für den Fall, wo F und Ü das gleiche Zeichen haben, hat die Glei- 
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chung keine reellen Lösui^en. Haben sie verschiedenes Zeichen, so 
stellt die Gleichung zwei parallele Gerade dar 

die in eine zusammenfallen, wenn F verschwindet. 

Der Inhalt der Gleichnng 

A^+2B%n + Cn*-\- 2Di + 2Ei] + F=0 
ist demnach durch die Gebilde: Ellipse, Parabel, Hyperbel nicht er- 
schöpft. Sie kann, wenn sie überhaupt reelle Lösungen besitzt, einen 
isolierten Punkt, oder zwei sich kreuzende Gerade, oder zwei parallele 
Gerade oder zwei zusammenfallende Gerade darstellen. 

Durch perspektirische Abbildung kann man Ellipse, Parabel, 
Hyperbel ineinander überführen, ebenso kann man zwei sich kreuzeade 
Gerade in zwei parallele Gerade yerwandela, indem man ihren Schnitt- 
punkt ins Unendliche projiziert; aber mau kann durch perspektivische 
Abbildung weder eine Hyperbel in zwei sich kreuzende Gerade, noch 
zwei sich kreuzende Gerade in zwei zusammenfallende Gerade ver- 
wandeln. 

Um aus der gegebenen Gleichung 

Ar+ 2B|i? + Cri»+ 2Dg + 2En + F=0 
möglichst schnell zu erkennen, welcher der verschiedenen Fälle voi^ 
liegt, verfährt man am besten 80. 

Es sei Ä von Null verschieden. Wir schreiben dann 

Setzen wir zur Abkürzung 

80 geht damit die Gleichung über in 

^|''-i- Cn^+ 2^7} -h F'~ 0. 
Jetzt sei auch C von Null verschieden. Dann setzen wir 

n'=v + — F"='F'- — 
V V -r fj , -i^ -r p, , 

und erhalten 

Ai'*+Cri^^F'=0. 

Die beiden Gleichungen 



i'-i + 7 



„Gooi^Ic 



148 ni. Die Imearen KoordinateiitmiBfotiiiationeQ. 

bestimmen eine affine Abbildung der Ebene, wenn wir |' und ij' 
wieder als rechtwinklige Koordinaten aufibssen. Oder man kann in 
derselben Ebene bleiben. Dann hat man |' und i}' als Bchiefwinklige 
Koordinaten eines Panktes aufzufassen, dessen rechtwinklige Koordi- 
naten I, ij Bind. 

Bei af&ier Abbildung wird die unendlichfeme Gerade in sich 
transformiert. Ellipse, Hyperbel, Parabel kSnnen daher, wie wir schon 
oben bemerkt haben, durch affine Abbildung nicht ineinander Qber- 
gefaen. Und zwei gekreuzte Gerade können nicht in parallele Gerade 
fibei^ehen. 

Der reguläre Fall ist der, daQ A, C, F" alle drei von Null rer- 
schieden sind. Wir wollen das Produkt der drei GröBen bilden 
ACfr-= A(CF' - K*) ~= ('*C--B')<-^^--P')-U-g-.B-P)* 
- ACF + 2BDB - AE' - CD' - F^ . 
Dieser Ausdruck, wir nennen ihn die Diskriminante, darf also im 
regulären Falle nicht verschwinden. Im regulären Falle hat die 
Gleichung entweder überhaupt keine Lösung, wenn nämlich A, C, F" 
alle ds8 gleiche Zeichen besitzen, oder sie stellt eine Ellipse oder 
Hyperbel dar, je nachdem A und C gleiches oder entgegengesetztes 
Zeichen haben oder je nachdem 

AC-J^ 
positiv oder negativ ist. 

In dem Falle einer Parabel ist C = , aber K von Null ver- 
schieden. Die Diakriminante 

A-Cr-F"^A(CF-~'E'*) AE* für C=0 

ist in diesem Falle also ebenfalls von Null verschieden. 

Das Verschwinden der Diakriminante ist ein Merkmal dafür, daß 
keine Hyperbel, Ellipse oder Parabel vorliegt. 

Sollte ^ = sein, aber C von Null verschieden, so kann man 
die Rechnung gerade so durchfuhren, nur daß | und tj ihre Bollen 
vertauschen müssen. Die Diakriminante bleibt dieselbe; denn es ver- 
tauschen sich nur A und C und gleichzeitig D und E. 

Wenn A und C beide verschwinden, muß B von Null verschieden 
sein, sonst würden wir überhaupt keine Gleichung vom zweiten Grade 
in I und tj haben, aondern eine lineare Gleichung. Dann setzen 
wir in 

2Siri + 2D^ + 2Ejj + F ^ , 



2£6V + F = 0, F = F~i^- 
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Die Diskrimioante wird für .4 — G = 

2BDE-FB* B'F. 

Wenn sie nicbt TerscHwindet, so stellt die GleicbniLg mithin eine 
Hyperbel dar. 

Alle diese Resultate stellen sich in einer übersichtlicheren und 
symmetrischeren Form dar, wenn man homogene Koordinaten einführt 
und die „quadratische Form" der drei Veränderlichen «, v, tc 

0]i»*4- aggW^+ ajjM)*+ 2«ijMtJ + 2(ijji;w + 2ogi«J« 
betrachtet, wovon weiter unten die Rede sein wird. 

§ 35. Die Anwendung der allgemeinen Gleichung der Kegelschnitte. 

Das Resultat, daß die allgemeine Gleicbnng 

Ai^+ 2BU + Cr/+ 2_De + 2En + F~0 
eine Ellipse oder Hyperbel oder eine der Übergangsformen darstellt, 
wenn sie überhaupt reelle Lösungen hat, ist für die Lösung geo- 
metrischer Aufgaben, die auf Kegelschnitte hinauslaufen, von weit- 
tragender Bedeutung. Der bloße Ansatz der Frage in Koordinaten 
liefert in zahlreichen Fällen auch unmittelbar- die Lösung. Es seien 
z. B. « gerade Linien gegeben. Wir fragen nach dem geometrischen 
Ort der Punkt«, für welche die Summe der Quadrate der Entfernungen 
von den n Geraden einen gegebenen Wert hat. Die Antwort ist: 
wenn es überhaupt Punkte gibt, die die Forderung erfüllen, so liegen 
sie auf einer Ellipse. 

Sehreiben wir nämlich die Aufgabe in rechtwinkligen Koordi- 
naten hin, so haben wir für den Abstand des Punktes x, y von der 
Geraden 

O-yX + &,y + C^ = 

zu schreiben 

wobei der Abstand auf der einen Seite positiv, auf der anderen 
negativ gerechnet ist. Die Gleichung der gesuchten Kurve wird 
demnach 

- -^7+ v~ + — vTv" +■■■ + ■ ~«7+ V ■ 

Beim Ausmultiplizieren der Klammern können wir nur Glieder er- 
halten, die aus einem konstanten Faktor bestehen, mnltipliziert mit 
a:*, xy, y', x oder y, oder die selbst Konstante sind. Ea ergibt sich 
daher die Gleichung eines Kegelschnitts. 
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Da die Quadrate alle poeitir oder KuU sind, so kann keines der 
Glieder 

<+K'~ 
großer sein als C, d. h. die Kurve darf sich von keiner der Geraden 
am mehr als ]/(! nach der einen oder anderen Seite entfernen. W^enn 
also nicht alle Geraden einander parallel sind, so erhalten wir ein 
endliches Gehiet, in dem der gesuchte geometrische Ort liegen muß. 
Wenn es also überhaupt möglich ist, der Forderung durch mehr sla 
einen Pnnkt zu genügen, so ist der geometrische Ort eine Ellipse 
oder ein Ereiti. Denn alle anderen durch eine Gleichung zweiten 
Grades dargestellten geometriechen Gebilde, die mehr als einen Punkt 
enthalten, erstrecken sich ins UneadUche. 



§ 36. Die Fokaleigenschafteti der Kegelschnitte. 

Wir wollen im folgenden eine Aufgabe betrachten, die uns auf 
eine Gruppe von neuen Eigenschaften der Kegelschnitte führen wird. 

Es sei eine Gerade gegeben und ein außerhalb der Geraden ge; 
legener Pnnkt F. Es soll der geometrische Ort der Punkte gesucht 
werden, deren Entfernung von dem gegebenen Punkte und der ge- 
gebenen Geraden in einem gegebenen Verhältnis stehen. Es ist 
keine Beschränkung der Al^emeinheit, den Punkt F im Koordinaten- 
anfangspnnkt und die Gerade der ^-Äcbse parallel anzunehmen. Sei 
l die Abszisse des Durchschnittspunktes mit der «-Achse und s das 
Verhältnis des Ahstandes vom KuUponkt zu dem Abstand von der 
Geraden, so wird die Gleichung unseres geometrischen Ortes 

oder 

je nachdem der Kurvenpunkt auf der einen oder anderen Seite der 
Geraden liegt. Beide Fälle lassen wir in einen zusammen, wenn wir 
quadrieren 

oder 

(1 ~t')x*+f+2EHx^Enr 

Für t*=l stellt die Gleichung eine Parabel dar, für £*< 1 eine 
Ellipse und für e'> 1 eine Hyperbel. 
Die perspektivische Abbildung 
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deren Knotenpunkt im Anfangspnnkt liegt, und deren KoUineations- 
achse parallel zur y-Achse in der Abszisse x =^1 + c die ^-Ächse 
schneidet, verwandelt den Kreis 

in die Kurve 

Die uinendlichfeme äerade der Kreisebene verwandelt sich dabei 
in die gegebene Gerade x — 1 = der x, j/Ebene. Da die unendlich- 
ferne Gerade die Polare des Kreiamittelpunktea ist, so ist mithin auch 
die gegebene Gerade x — l = in bezug auf die Kurve 

x'+y'^^\x-T)^ 
die Polare des Koordinatenanfangspunktes F. Und da in der Kreis- 
ebene die Tmendlichfeme Gerade mit den beiden Koordinatenachsen 
ein Polardreieck bildet, die Koordinateuacbaen aber in die Koordinaten- 
achsen der ar, y-Ebene übergehen, so bilden diese mit der gegebenen 
Geraden für alle Kurven 

x^ + y'=ö^(x-iy 

ein Polardreieek, Dasselbe gilt für irgend zwei aufeinander recht- 
winklige, durch den Anfangspunkt F laufende Gerade, denn sie werden 
bei der perspektivischen Abbildang in sich abgebildet. 
Der Mittelpunkt der Kurve 

x^ + y*=£\x-l)* oder (l - b')x^+ y'+ 28Hx = eH^ 
wird erhalten, wenn wir den Anfangspunkt des Koordinatensystems 
um — _ - j verschieben. Setzen wir 

^ — 1^-^ + 5, y = v, 

so geht die Gleichung über in 

Für t*< 1 stellt das eine Ellipse 
far £*> 1 dagegen' eine Hyperbel dar 

i;_i;_i, „.v^, 6-^^. 

Der gegebene feste Punkt liegt auf der I-Achse und hat die 
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Da Ellipse und Hyperbel sTmmetrificli in bezog auf ihre Hanptachs^i 
sind, so mnB auf der anderen Seite der i^Achse in gleichem Abstand 
noch ein fester Fiinkt F' und seine Polare liegen, die dieselben 
Eigenschaften besitzen. 

In der Figur sind beide Fälle 
gezeichnet Bei der Ellipse ist 



PQ P<^ 
Die Entfemimg FF' ist fBr die 




fQr die Hyperbel 

Fr - -p-r - 2 Ya^+b' . 



Wir bezeichnen -g- nüt e. In beiden Pillen itA e= ta. e läßt 
sich ans a und b mit dem Zirkel bequem konstroieren. Bei der 
Ellipse ist es die £athete eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hy- 
potbennse a, und dessen andere Kathete b isi Bei der Hyperbel iet 
e die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten a 
und b. Der Funkt B, wo die Polare von F die Abszisseuachse 
durchschneidet, hat die Abszisse x = l und in bezug auf das ver- 
schobene System I = 7^7-1 + ^ = 7^1 ■ Der entsprechende Punkt 
ff der Polare von F' hat die entgegengesetzte Abszisse. OB, OA^ 
OF verhalten sich also zueinander wie 1 : e : **, OÄ ist die geo- 
metrische Proportionale zwischen OF und OB. Das ist nur ein an- 
derer Aasdruck dafür, daß F imd B zu A und A' harmonisch liegen, 
was schon daraus folgt, daß B auf der Polaren von F liegt. 

Bezeichnen wit die beiden Radien PF und FF' mit r und /, 
so ist PQ =■ ir, PQ'— er. Nun ist für die Ellipse 

PQ^ + PQ-^-^^,-^, 

für die Hyperbel 

Folglich ist far die Ellipse 



■, Goo;^Ic 



§ S6. Die Fokaleigenscliaften dei Kegelschnitte. 



für die Hyperbel ___ 

r-r-i(PQ--PQ) = ±2a. 

Hier gilt das positive Zeichen auf dem Ast, dessen Punkte F näker- 
liegen, das negative auf dem anderen Äst. Durch diese Oleichungeu 
können Ellipse und Hyperbel definiert werden, wenn F und F' und 
a gegeben sind. 

Wir wollen uns um F und F' je zwei Kreisbögen geBcblagen 
denken mit den Radien Tj und fj = r^ -(- A um F, und mit den ßadieD 
r^' und rj' = rj' + A um F'. Wir denken uns die Kreisbögen in sehr 
großem Maßstab gezeichnet, aber der Unter- 
schied h zwischen den Badien r^ und r^ und 
zwischen r^' und r^' sei so klein, daß die Punkte 
RSTU (Fig. 67), in denen sieh die Kreisbögen 
schneiden, dennoch nahe bei einander liegen. 
Ist der Maßstab hinreichend groß gewählt, so '!' '^ 

werden die Kreisbögen in den Stücken ES, ^ 
ST, TU, UR sich nicht merklich von je Fig. e?. 

zwei parallelen, äquidistanten Geraden unter- 
scheiden, und die vier Punkte werden demnach ein Parallelogramm 
mit vier gleichen Seiten bilden. Wenn nun B ein Punkt der Ellipse 
ist mit den Entfernungen r^ und r^' von den Punkten F und F', so 
muß T ein Punkt derselben Ellipse sein; denn die Entfernung von 
F ist um h größer, dafür ist aber die Entfernung von F' um h 
kleiner. Die Gerade RT stellt bis auf unmerklich kleine Unterschiede 
das Stück der Ellipse zwischen B und T dar. Denn wenn man sich 
Kreisbögen mit Radien zwischen r^ und r, und zwischen r^' und r^' 
gezogen denkt, so werden diese ebensowenig von geraden Linien zu 
unterscheiden sein, und wenn man jedesmal / um eben so viel ver- 
kleinert wie man r vergrößert, so erhält man Punkte auf der Geraden 
RT. In diesem Stück unterscheidet sich die Ellipse also nicht merk- 
lich von ihrer Tangente, und wir können RT auch als Tangente be- 
trachten. In dem Mittelpunkt des Parallelogramms ist dann SU eine 
Normale der Ellipse, und da SU den Winkel zwischen SR und ST 
halbiert und folglich auch mit den Richtungen TF' und BF gleiche 
Winkel bildet, die auf SR und ST senkrecht stehen, so erhalten wir 
den Satz: 

Die Normale der Ellipse in irgend einem Punkte P 
halbiert den Winkel zwischen PF und PF'. 

Dieser Satz muß genau richtig sein. Denn die Annäherung, mit 
der wir das Stück der Ellipse durch die Gerade RT ersetzen, kann 
beliebig gesteigert werden, indem wir den Maßstab der Zeichnung 
größer und größer wählen, ohne den Abstand RT zu steigern. 
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Ein analc^r Satz gilt für die Hyperbel. Wenn der Ponkt TT, 
der von F und F' um r, und r^ entfernt ist, auf der Hyperbel liegt, 
80 wird anch S auf der Hyperbel liegen müssen, dessen Entfernungen 
von F und F', r^ und r^' «m h größer sind als r^ und r^', und daher 
dieselbe Differenz haben wie r^ und r^'. Zwischen S und ü unter- 
scheidet sich die Hyperbel unmerklich wenig von der Geraden SU, 
die daher auch als Tangente der Hyperbel betrachtet werden kann. 
Wir erhalten daher den Satz: 

Die Tangente der Hyperbel in einem beliebigen Punkt 
P halbiert den Winkel zwischen F und F'. 

Die beiden Sätze lassen sich auch so aussprechen: Ein Lichtstrahl, 
der in der Ebene der Ellipse von F ausgeht, wird an der Ellipse 
nach F' hin gespiegelt und ein Lichtstrahl, der auf F zuläuft und 
von anßen die Ellipse triSt, wird an der Ellipse so gespiegelt, als ob 
«r von F' käme. Ein Lichtstrahl, der in der Ebene der Hyperbel 
von F ausgeht, wird an der Hyperbel so gespiegelt, als ob er von 
F' käme, und ein Lichtstrahl, der in der Richtung auf F zu die 
Hyperbel trifft, wird nach F' hin gespiegelt; Analoges gilt von dem 
von F' ausgehenden oder auf F' zulaufenden Strahl. Die Fläche, 
die ein Ellipsenbogen bei der Rotation nm seine große Achse be- 
schreibt, wird in allen Punkten die Eigenschaft haben, die von dem 
«inen der beiden Punkte F, F' ausgehenden oder auf die Fläche 
treffenden Licht- oder Wärmeatrahlen in dem anderen zu vereinigen. 
Die Fläche bildet einen Hohlspiegel und die Punkte F und F' heißen 
die Brennpunkte des Hohlspiegels. Ähnlich verhält eich eine Fläche, 
die dnrch einen um die Verbindungslinie der Scheitelpunkte rotierenden 
Hyperbelbogen beschrieben wird. Lichtstrahlen, 
die auf einen der Punkte F, F' zulaufend auf die 
Fläche trefifen, werden in dem anderen Punkte ver- 
einigt, und Lichtstrahlen , die von dem einen 
Punkte ausgehend auf die FUche treffen, werden 
80 reflektiert, als ob sie von dem anderen Punkte 
kämen. Man nennt daher die Punkte F und F' 
die Brennpunkte der Ellipse oder der Hyperbel. 
Die Polaren der Brennpunkte heißen die Leitlinien 
der Ellipse oder Hyperbel. 

Für die Parabel war £ — 1 also FF = PQ 

Dies kann so angesehen werden, als wäre der 
eine Brennpunkt F' unendlich weit weggerückt, 
so daß PF" in die Richtui^ PQ fällt. Die Änderui^en von PQ 
«ind dann gleich den Änderungen von PF', und wenn P auf der 
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Parabel entlangrüctt, ändern sich PF und PQ um die gleichen Stficlte. 
Die Kreisbogen um F' gehen in gerade Linien parallel BQ über, 
nnd wir schließen gerade wie bei der Hyperbel, daß die Tangente 
den Winkel zwischen PF und PQ halbiert. Die tod F ausgehenden 
Strahlen werden so reflektiert, daß sie der Achse der Parabel parallel 
in der Richtung AF laufen, and die dieser Richtung parallelen, von 
außen auf die Parabel treffenden Strahlen werden so reflektiert, als 
ob sie von F kämen. Die Parabel hat demnach im Endlichen nur 
einen Brennpunkt. 

In einem Punkte P der Ellipse werde 
die Tangente gezogen und das Spiegelbild 
der Ellipse an der Tangeute konstruiert. 
Das Spiegelbild von F sei .F und das 
Spiegelbild von F' F'. Dann muß F in 
die Verlängerung von F'P und F' in 
die Verlängerung TOn FP fallen, denn 
die Strahlen, die von F oder F' kommen, 
werden in P ebenso reflektiert wie an 
der Ellipse. Daher muß PF durch das 
Spiegelbild von F' laufen und PF' durch 
das Spiegelbild von F. Da nun PF^PF 
und PF'= PF', so ist 

FF' = FP + PF' = FP + PF' = r + r'^2a 




F'F =■ F'P +PF = F'P +PF-r + /=>2o, 

d. h. das Spiegelbild F liegt auf einem Kreise, der mit dem Radius 
2a um F' geschlagen wird, und das Spiegelbild F' liegt auf einem 
Kreise, der mit dem Radius 2a um F geschl^en wird. Das über- 
schlagene Viereck FF' FF' hat für alle Lagen von P dieselben 
Seitenlangen; zwei Seiten sind gleich 2e, und die anderen beiden 
Seiten, die diese übers Kreuz verbinden, sind gleich 2a. Wenn wir 
die gespiegelte Ellipse auf der gegebenen Ellipse rollen lassen, ohne 
daß sie gleitet, so nimmt sie alle die Lagen an, in denen sie für die 
jedesmalige Tangente das Spiegelbild der gegebenen Ellipse bildet. 
Dieselben Lagen der Ellipse erhalten wir, wenn wir das Viereck 
FF'FF' bei Festhaltung der Seite FF' alle Lagen annehmen lassen, 
die ihm möglich sind, obne daß die Seiten ihre Längen ändern. 
Vorausgesetzt^ ist dabei nur, daß die beiden Seiten von der Länge 2a 
sich kreuzen sollen. Ließe man diese Bedingung fallen, so könnte 
das Viereck auch in ein Parallelogramm übei^ehen. Wir können uns 
diese Bewegung so vorst-ellen, daß zwei Kurbeln von der Länge 2a 
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sich tim die Punkte F and F' drehen, deren Endpunkte durch eine 
Stange von der Länge FF" — 2e miteinander' verbunden sind. 

Für die Hyperbel gilt ein analoger Satz. Wir spi^eln die Hy- 
perbel an einer Tangente, die iu P berühren möge. Hier läuft die 
Tangente zwischen den beiden Brennpunkten hindurch. Aber wieder 
liegt, wie bei der Ellipse, das Spiegelbild F von F auf der Geraden 
PF', und das Spiegelbild F' von F' 
auf der Geraden PF, und A&PF'= PF', 
VF = PF, so wird Fr = FP~ PF' 
= 2a, und ebenso F'F -^PF - PF' 
= 2a, DaB Viereck FF'FF' behält 
mithin wieder für alle Lagen von P 
die gleich«! Seitenlängen. Wenn wir 
die gespiegelte Hyperbel auf der ge- 
gebenen Hyperbel rollen lassen, ohne 
daß sie gleitet, so nimmt sie alle 
, Lagen an, die sie als Spiegelbild der 
gegebenen Hyperbel an allen ihren 
Tangenten haben würde. Dabei nimmt 
das Viereck alle Lagen an, die ihm 
bei Festbaltung der Seite FF' möglich sind, wenn man vorschreibt, 
daß die beiden Seiten FF' und FF' sich kreuzen sollen. Hier be- 
wegen sich zwei Kurbeln von der Länge 2a um die Punkte F und 
P", deren Endpunkte durch eine Stange von der Länge FF = 2e ver- 
bunden sind. 

Während bei der Ellipse aber 2a > 2e, so ist hier 2« < 2c. 
Während also dort eine der kürzeren Vierecksseiten festgehalten war 
und die Kurbeln die längeren Seiten bildeten, ist es hier umgekehrt. 
Wollte man hier die Ellipsen des fräheren Vierecks einzeichnen, so 
würden F und F' die Brennpunkte der einen EUipse, F' und F die 
Brennpunkte der anderen Ellipse sein. Beide Ellipsen würden einen 
festen und einen beweglichen Brennpunkt haben und sich beide mit 
den Kurbeln drehen und aufeinander abrollen. Die Bewegung könnte 
also auch durch zwei ineinandergreifende elUptiscbe Zahnräder ver- 
wirklicht werden, die sieh um F und F" drehen. 

Die Fuflpunkte G, G' der Lote, die man von F und F auf eine 
Tangente der Ellipse oder Hyperbel fällen kann, sind vom Mittel- 
punkt halb so weit entfernt, wie F von F' oder F' von F. Denn 
da G und G' die Strecken FF und P"F'_halbieren, ebenso wi6_0 
die Strecke FF', so ist OG parallel F'F und OG' paraUel FF'. 
Folglich ist 

OG:F'F=' 0F:FF'~1:2 und OG':FF'= OP^PP"- 1:2 
oder 
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OG = ^F'F^a, OG'- ^FF'- a. 
G und G' liegen also auf einem Ereisß, der mit dem Radius a um 
den Mittelpunkt g^cUagen ist. Bei der Ellipee liegen die Brenn- 




punkte innerhalb, bei der Hyperbel außerhalb des Kreises. Wenn 
man sich den Ereis und einen Brennpunkt gegeben denkt, so kann 
man beliebig viele Tangenten zeichnen, indem man den Scheitel eines 
rechten Winkels auf einen Punkt der Kreisperipherie legt, den einen 
Schenkel durch den Brennpunkt legt und den anderen Schenkel aus- 
zeichnet. Auch zur Konstruktion der Tangenten, die von einem 
Funkte Q an die Ellipse oder Hyperbel gezogen werden sollen, kann 
man diese Bemerkung benutzen. Man verbinde Q mit einem der 
Brennpunkte, z. B. F, und schlage um QF als Durchmesser einen 
Kreis. Die Schnittpunkte R und S dieses Kreises mit dem Kreis 
vom Radius a sind die Fußpunkte der von 
F auf die gesuchten Tangenten gefällten 
Lote. QR und QS sind daher die Tangenten 
selbst. 

Für die Parabel geht der Kreis, der | 
um den Mittelpunkt der Ellipse oder Hy- 
perbel mit dem Radius a gescblE^en ist, in 
die gerade Linie Über, die die Parabel im 
Endpunkt der Achse berührt. Tangenten 
der Parabel erhält man, wenn man den 
Scheitel eines rechten Winkeb auf die Ge- 
rade legt, den einen Schenkel durch den 

Brennpunkt gehen läßt und den anderen Schenkel auszieht. Um von 
einem Punkte Q Tangenten an die Parabel zu ziehen, verbindet man 
ihn mit dem Brennpunkt F und schlägt Über QF als Durehmesser 
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einen Kreis. Die Schnittpunkte dieses Kreises mit der Scheitel- 

tajigeute liefern mit Q Terbunden die gesuchten Tangenten QTi, QTj. 
Spiegelt man die Parabel an einer Tangente, 
80 liegt das Spiegelbild F des Brennpunktes 
F anf einer Geraden, der Polaren des Brenn- 
punktes. Denn da der FuBpunkt des vom 
Brennpunkte auf die Tangente gefällten 
Lotes auf der Scheiteltangeute liegt, so 
muß das Spiegelbild, das von F doppelt 
so weit entfernt ist und in derselben Rich- 
tung liegt, auf der Polaren liegen. Läßt 
Fig. 73. man die Tangente sich kontinuierlich ver- 

ändern, so kann man die Bewegung des 

Spiegelbildes auch als ein Rollen ohne Gleiten auf der gegebenen 

Parabeli beschreiben. 




IV. Abschnitt. 

Homogene Koordinaten. 

g 37. Punktkoordinaten und Llnienkoordinaten. 

Es seien m, v, w homogene Koordinaten, die durch rechtwinklige 
Koordinaten x, y so ausgedrückt werden: 

«— C((ija:-1- \y + e^, 
w = G(ax -h 6*/ + c). 
Dabei ist C ein unbestimmt bleibender Proportionalitätsfaktor. Er 
kann unbestimmt bleiben, weil es zur Bestimmung der Lage eines 
Punktes nur auf das Verhältnis der drei Momente 

a^x + \y + c, , a^x + h^y + Cj , ax -\-hy + c 
ankommt. Vorausgesetzt ist nur, daß die drei Geraden m — 0, « = 0, 
w =■ ein Dreieck bilden müssen, wobei nicht ausgeschloHsen ist, daß 
eine oder auch zwei Ecken des Dreiecks ins Unendliche fallen. 

Es seien nun «,, v^, w^ und «j, v^, w^ zwei beliebige Wertsysteme 
von je drei Zahlen. Die Verhältnisse 1*1:1;^: w^ bestimmen einen 
* Punkt Fl, die Verhältnisse Wj : Vj : w^ einen Punkt P,. Die gerade 
Verbindungslinie der beiden Punkte läßt sich in homogenen Koordi- 
naten durch eine Gleichung von der Form 
Xu -^ (IV -\- VW — 
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ausdrücken, in der es nur auf das Verhältnis der Konstanten X, (i, v 
ankommt Wir können die Gleichung mit einem beliebigen, von Null 
verschiedenen Faktor multiplizieren, ohne daß sie aufhört, die Glei- 
chung derselben Geraden darzustellen. 

Gerade so wie die Verhältnisse dreier beliebiger Zahlen als ho- 
mogene Koordinat&n aufgefaßt die Lage eines Punktes bestimmen, 
gerade so bestimmen die Verhältnisse dreier beliebiger Zahlen, die als 
Koeffizienten der Gleichnng einet geraden Linie genommen werden, 
eine gewisse gerade Linie. Wie wir jene drei Zahlen homogene 
Punktkoordinaten nennen, so wollen wir diese homogene Linien- 
koordinaten nennen. 

Liegt der Punkt li^,v^,w^ auf der Geraden Xj,fi^,v^, so ist die 
notwendige und hinreichende Bedingung daftir, daß 

ist. 

Geht die gerade Linie auch durch einen zweiten Punkt Mj, Dj, w,, 
so erhalten wir eine zweite Gleichung 

i,«,+ fli«j+ J-iM-j— 0. 

Aus den beiden Gleichungen lassen sich die Verhältnisse X^: fi^:v^ 
berechnen 

^1 '■ p^ '■ V], = "i^a — Wi^ä : w^Uj— u^w^: MjUj — ifjWj 
oder, wie wir auch schreiben können, 

X^ = c(«^M!ä— Wjfg), 

v, = «(w^Uj — Vi%) , 
Was fBr einen Wert wir dabei c beilegen, ändert nichts an der ge- 
raden Linie, nur muß c von Null verschieden sein. 
Gerade so wie 

die Gleichung einer Geraden in homogenen Punktkoordinaten 
darstellt, wenn wir >Lj, [i^, v^ bestimmte Werte geben und die Punkte 
koordiuaten u, v, w veränderlich lassen, gerade so stellt 

die Gleichung eines Punktes in homogenen Linienkoordinaten 
dar, wenn wir «i, Vi,«'! bestimmte Werte geben und die Linieu- 
koordinateu X, fi, v veränderlich lassen. Und wie hier Uj, Uj, w^ die 
Punktkoordinaten des durch die Gleichung dargestellten Punktes sind, 
so sind dort ^, (»i, Vj die Linienkoordinaten der durch die Gleichung 
dargestellten Geraden. In beiden Fällen können wir die Punkt- oder 
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Linienkoordin&ten mit einem beliebigen von Null yerschiedenen Faktor 
multiplizieren, da ea nur auf ihr Verhältnis ankommt. 

Gerade so wie wir aus den Fnnktkoordinaten zweier Punkte die 
Linienkoordinaten der Geraden finden, die durch die beiden Punkte 
geht, gerade so können wir aus den Linienkoordinaten zweier geraden 
Linien die Punktkoordinaten ihres Schnittpunktes finden. Beide ge- 
rade Linien gehen durch den Punkt und müssen daher die Gleichung 
des Punktes in Liuienkoordinaten erfüllen. Wir erhalten daher für 
die Punktkoordinaten die beiden Gleichungen 

l^U + J*!« + VjW — 0, 
^,M + ftjf -|- VjW = 0, 

wenn l^, fi^, r,; A,, .u^, f, die Linienkoordinaten der beiden Geraden 
sind. Daraus ei^eben sich die Verhältaisse Ton m, v, w. 

u:v:w = it^vt - Vi^ : v^^- A^/Xj ; Ajji^ - ft,<lj 
öder wie wir auch schreiben können 

c-c(v,Aj— AjVs), 

wo c jeden beliebigen Ton Null verschiedenen Wert haben kann. 

% 38. Die gerade Punktreihe. 

Die gerade Linie, die durch die beiden Punkte Mj, «j, WjJ m,, v^, w^ 
geht, kann man außer durch ihre Gleichung oder durch ihre Linien- 
koordinaten noch in einer anderen Weise ausdrücken. Es stellen 
nämlich die Äusdi-Ucke 

ctt, + ßu^, av., + ßv^, aWj + ßw^, 
wenn man a und ß alle möglichen Werte gibt, wofern nur nicht 
beide Null sind, homogene Punktkoordinaten aller möglichen Punkte 
der Geraden dar. Zunächst ist nämlich klar, daß die drei Ausdrücke 
die Gleichung der Geraden befriedigen. Denn aus 

A,Mi + /ijfi + v^w^ — ■ und AjMj -|- jajI;, + v^w^ = 
folgt durch Multiplikation mit a und ß und Addition 

},{au,+ ßu,)+(i,{av, + ßv,) + v,(aw, + ßw,) = 0. 

Daß aber jeder Punkt der Geraden dnrch geeignete Wahl der 
Geraden dargestellt werden kann, folgt so. Von den drei Linien- 
koordinaten A,, ;%, r^ muß wenigstens eine von Null verschieden sein, 
sonst würden wir es nicht mit einer geraden Linie zu tun haben. 
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Ee Bei z. B, X^= ö(vj^Wg — w^Wj) von Null Terachieden. Dann ist 
flach fiiCj— WjDj von Null verschieden. Folglieh kann man durch 
geeignete Wahl von a und ß den beiden Ausdrücken 
«Wj -|- ßv2 und aw, + ßw^ 

beliebig vorgeschriebene Werte geben. Seien nun Ug,Vg,iCs die Koor- 
dinaten eines beliebigen Punktes der Qeraden ij, fi^, v,, so daß 

80 bestimme man a und ß so, daß 

av^-\- ßVf = Vg, 

aWi + ßWj— Wj. 

Dann muß auch o:ttj+j3M,= Mj sein; denn 

Ai(«Wi+/3w») + (^(««i+^J^s) + n(«"'i + i3«'a) = " 
und 

^,1*3+ ft^Vj-f V^Wg-»- 0. 

Durch Subtraktion folgt 

^i(««i+|3m,-M3)-0 
und, da i, von Null verschieden ist, 

(KM, 4-^«,= Wj, 

d. h. die Ausdrücke 

ß%+^Mj, av,-\-ßvt, aw^ + ßw^ 
etellen für alle möglieben Werte von a und ß (nur nicht beide Null) 
alle Punkte der geraden Linie dar, die durch beide hindurcbUuft. 

Wir wollen noch auf einem andern Wege uns von der Richtig- 
keit der Formeln überzeugen, auf dem wir zugleich Über die Be- 
deutung der Größen a und ß einen Aufschluß gewinnen. Seien x^, y^ 
und a^, i/j die rechtwinkligen Koordinaten der beiden Punkte, so sind 
x^ + xixj—Xi), y^ + x{yi-jfx) 

die Koordinaten eines Punktes, der auf der geraden Verbindungslinie 
liegt, und x kann als die Abszisse des Punktes auf der Geraden auf- 
gefaßt werden, wenn Xi, y, zum Anfangspunkt gemacht wird und der 
Punkt Xj, y^ die Abszisse 1 erhält. Wir schreiben statt dessen 
{l—x)x, + XX3, (l-x)yi + xy^ ■ 

Die homogenen Koordinaten Ug, v^, Wg dieses Punktes lassen sich 
aus den homogenen Koordinaten t^,v,,Wi; Uj,»^,«;^ der gegebenen beiden 
Punkte in ähnlicher Weise berechnen wie die rechtwinkhgen Koordi- 
naten. Denn da allgemein 

Bange, mulyltioh« OnDnielrie der Ebens. 11 
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a - C(a,x+ha+c,'), v - C{a,x+h,!i+c,), K - C(ax+h!/+c), 
90 ist z. B. 

-^-(<i,(l-x)i,+ i«,«i,+ !i, (!-«)!,, + !., «i,,+ ö,(l-«) + (!,«) 

and analog für v,, w,, wenn der FroportionalitStefaktor G für alle 
drei Punkte gleich gewählt wird. Wählen wir den Proportionalitäts- 
faktor indesBen fdr die drei Punkte Ter§chieden, etwa C^, C^, C^, so 
erhalten wir 

C, ^^ x; ^^ -h X ^ 

und a^aloge AusdrOcke tQx v, und w^. Diese AoBdrticke können ^r 
auch ecbreiben 

wo 



^C. « ■ 

- — — ist das Verhältnis der Entfernungen des Punktes 3 toe 2 
und 1, positiv zwischen 1 und 3, negativ außerhalb 1 und 2 ge- 
rechnet. Dieses EntfemungsTsrhältnis kann also, wenn Cj und C, 
bekannt sind, aus dem Verhältnis ajß gefunden werden. Ist ins- 
besondere Cj = C, gewählt, so ist cijß selbst gleich dem Entfemungs- 
Terhältnis. 

Zwischen 1 und 2 fallt dann der Funkt 3 mit dem Schwerpunkt 
der Massen a, ß zusammen, wenn a sich im Punkte 1, ß sich im 
Punkte 2 befindet. Sind C^ und Cj TOneiuander Terschieden, eo fällt 
zwischen 1 und 2 der Punkt 3 mit dem Schwerpunkt der Massen. 
ßCj und ßC^, die sieh in 1 resp, 2 befinden, zusammen- 

Sind P und P' zwei auf der Geraden 1 2 liegende Punkte, und 
entspricht P dem Verhältnis a/ß, P' dem Verhältnis a'/ß", so ist 
das Doppelverhältnis der Punktepaare P, P' nnd 1, 2 

Das Doppelverhältnis ist dabei positiv gerechnet^ wenn P und P' 
beide innerhalb oder beide außerhalb 1 2 liegen; negativ im anderen 
Falle. 
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§ 39. Die Gleichung der unendlich fernen Geraden. 

Um fflr gegebene Werte von «, v, w den zi^ehör^n Pro- 
portionalit»tsfaktoT zn finden, muß man anf den Znsammenliang 
der Dreieckskoordmaten mit den rechtwinkligen Koordinaten zorüok- 
gehen. Es war 

v^ Cia^x + b^jf + c^), 
w '= C(az +by +c). 
Wir berechnen die drei Größen A^, A^, A so, daß gleichzeitig: 
Aldi + Afüj -\- Äa ■= 0, 
A^b^ + A^bt (-Ab = 0. 

Diese beiden Gleichongen bestimmen nur das Verhältnis yon AiiA^iA- 
Wir setzen den Proportionalitätsfaktor beliebig fest, z. B., indem wir 
setzen 

.4, = «,6 — &jfl, jäg = a6i— 60], A — 0,6,— fc^o,. 

Eine dieser drei Größen mnß nach den Yoranssetzungen über die 
Dreieckskoordinaten von Xnll verschieden sein. 

Multiplizieren wir nun u, v, w der Reihe nach mit A^, A^, A 
nnd addieren, so fallen x und y aus der Gleichung heraus, and es wird 

A^u + A,v + Aw= C{ÄiCi + AgC3-i-Ac). 

Ans dieser Gleichui^ ergibt sich, wenn u, v, w gegeben sind, der 
zu ihnen gehörige Proportionalitätsfaktor C durch Division mit 
A^Ci-\- A^Ci+ Ac. Der Nenner kann nicht verschwinden, denn das 
hieße, daß der Schnittpunkt von zwei von den Geraden w — 0, « — 0, 
w "■ auf der dritten läge, was wieder die Yoraussetzong der Drei- 
eckskoordinaten ist. Denn es sollen die drei Geraden ein Dreieck 
bilden. 

Für endliche Werte von x und y kann die Gleichung 
J^« + A^v + Ate = 

nicht erfBllt sein. Lassen wir aber x und y unendlich werden, während 
wir gleic^eitig den Proportionalitätsfaktor C so wählen, daß die zu- 
gehörigen Werte von u, v, tv unterhalb einer endlichen Grenze bleiben, 
so muß dabei C in Null übergehen. Den unendlich großen Werten 
von X und y können wir somit endliche Werte von u, ti, to zu- 
ordnen; aber da C dabei gleich Null wird, so müssen diese endlichen 
Werte von u, v, w der Gleichung 

A^u + A^v-^- Aw — Q 
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genügen. Wir sagen: dieae Gleichnng stellt die uneadlich ferne Ge- 
rade dar. Jedes Wertsystem u, v, w, das dieser Qleicliiing nicht ge- 
nfigt, ffihrt zu einem von Nnll verschiedenen Werte von C und da- 
mit zu endlichen Werten der Momente 

a^x i- \y + Cit «ja' -*- \y + <^) ax^hy ■'rc 

und an endlichen Werten von x und y. Ein Wertsystem u, v, w da- 
gegen, daß der Gleichung 

A{u, + ^« + ^M- - 

genügt, entspricht einer bestimmten Richtung oder der ihr entgegen- 
gesetzten, in der man einen Punkt x, y ins Unendliche rOcken läfit. 
Setzt man etwa, um dies ins Analytische zu übersetzen, 

y = «* + yo, 
so hat man nach Division durch i 

M : t) : MI = (»iP+^iff+Ci/O : (ojP+frj2 + Ci/() : (ctp+^S+c/O 

nWO £i, Cj, Cg für Ci -|- a^Xf, -|- \yr^ usw. geschrieben ist. 

Läßt man t unbegrenzt wachsen, so verschwinden die Glieder, 
die t im Nenner erhalten, and es wird 

M : u : m; = a^p -(- ö^g : ß^ß -|- ftjg : ap -j- 6^. 

Ojj> -|- feiS, «aP + ^sfi' «P + ^S ist ßiu Wertsystem, das für m, «, m; 
gesetzt, der Gleichung 

A^v, -H ^v -h Aw = 

genügt, ond umgekehrt können wir aus einem Gleichungssystem m, v, w, 
das dieser Gleichung genfigt, Werte p, q so berechnen, dafi 

w = a^p -\- ftig, V = Ojj) + 6^g, w -= Oj^) -[- ft^g 

ist. Denn von den drei Größen Ai, A^, A ist mindestens eine von Null 
verschieden, z. B. A^. Dann kann man p und q aus den beiden 
Gleichungen 

w = ap + frg 

bestimmen 

6ii — &,M? = ^jP, 
— tm 4- ajM'-= A^q. 

Diese Werte von j) und q werden nun in den Ausdruck a^p + &i 2 
eingesetzt. Nun ist 
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Äi(ajp+\q) + A^ia^p-j-biq) + A(ap+bq) = 0, 
andererseite ist 

A^u + Aj^v + Aw =0. 

Zieht man beide Gleichungen voneinander ab, so folgt aus v=a^p-\-b2q 
und w = ap + bq 

A^Ha^p + b,q)-u)~0 

und, dft A^ von Null verschieden ist, u — a,p + 6[3. 
Wir sind daher berechtigt, 

A^u + A^v + Aw = 

die Gleichung der unendlich fernen Geraden zu nennen. Jeder un- 
endlich ferne Punkt ist wie jeder im Endlichen liegende durch die 
Verhältnisse dreier Größen it, v, w gegeben. A^, A^, A oder ihnen 
proportionale Größen können wir die homogenen Linienkoordinaten 
der unendlich fernen Geraden nennen. Wie jede andere Gerade ist 
sie durch die Verhältnisse der drei Größen bestimmt. 



§ 40. Das Strahlenbüschel. 

Sind A,,fi.^,rj die homogenen Linienkoordinaten einer Geraden 
und Ij.^a'^'s "^'^ einer andern, so sind 

ciX^ + ßXt, aftt + ßftj, avi+ ßv^, 

wenn von den Größen a, ß mindestens eine von Null verschieden ist, 
die homogenen Linienkoordinaten einer Geraden, die durch den Schnitt- 
punkt jener beiden Geraden läuft. Denn sind u^, v,, w^ die homogenen 
Koordinaten des Schnittpunktes der ersten beiden Geraden, so ist 

Aus diesen beiden Gleichxu^en folgt durch Multiphkation mit 

a aad ß und Addition 

((tX^ + ßl,)u^ + {aii, + ßii^)v^ + {avi + ßv^)w^ = 0. 

Folglich sind aX^-^-ßX^, «ftj -f ^ft*, tiv^+ ßvj die Linientoordinaten 
einer Geraden, die den Punkt %, u,, w^ enthält. 

Um die geometrische Bedeutung von a und ß zu erkennen, gehen 
wir wieder auf die rechtwinkligen Koordinaten zurück. 

Wir haben oben gesehen, daß 



a^x + bjy -\- c^ 

DiqmzedbyGoOl^Ic 



IT. Homogeoe Eoordinfttea. 



das Homent einer £raft darstellt^ die in der Geraden 

0,« + &,y + q — 

wirkt und die Komponenten h^, — o, besitzt^ in bezng auf einen 
Pankt X, y. Dabei ist das Moment positiv oder negaÜT gerechnet, 
je nachdem die Kraft in dem einen oder andern Sinne am den Punkt 
zu drehen strebt. Der Ausdnick 

stellt das Moment einer in derselben Geraden wirkenden Kraft mit 
den Komponenten Ky\, — i^a^ dar. Die Summe der drei AnsdrOcke 

Xy{a^x+\y+<^ + ^i(o,a:+6,y+c,) + v^(ax-\-ly-\-c) 

stellt das Moment der Resultante dieser Kraft und der analogen beiden 
Kiilfte in bezng auf den Punkt x, y dar. 
Schreiben wir 

£, — ;i, o, -i- ;*i Oi + v^a, M,= li\+ p^b^ + v^h, 

so sind Mf, — Xj die Komponenten der Resultante und 

4a; + Jf,y+ jr,-0 

ist die Gleichung der Geraden in der sie wirkt 

Für ein zweites Wertsystem i.^, (ij, v^ bilden wir ebenso 

ij — ijO, + (ijOj + v^a, Mf = A,6i + ^6j + v,6, 

J?, — ijCi + )tjC,-f-l',C. 

Der Auedruck 

oder kürzer 

L^x + M^y + Jfs 

stellt das Moment der Resultante der drei in den Dreiecksseiten 
wirkenden Kräften 61, — «ij \, ~(^; h, ~ a dar in bezug auf den 
Funkt xy. Die Resultante hat die Komponenten M^, — L^ and wirkt 
in der Geraden 

Gehen wir nun zu den Ausdrücken 

Aj« -}- p-i'v + v^w und A3W + ftjii + VjW 
über, Sie unterscheiden sieh von LiX -{- Sl^y + N, und L^x + M^y + Nj 
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nur .dadurch, daß in u, v, w noch ein Proportiocalitatsfaktor C steckt. 
Wir babfln daher 

i^u-\- ^^v-\-v^w•-C{L^x^■M^y■\■N^), 
AjM + ;ijt> + VsW — C{L^x + M^y ^^ N^). 
Multiplizieren wir mit k nnd ß und addieren, bo wird 

= C[(a£, + ^ii)a: 4- {aM^^ßM;)y + aN^+ ßN^l 

Die eckige Klammer auf der rechten Seite ist das Moment der Resul- 
tante der beiden Kräfte mit den Komponenten aM^^, — aL^ und 
ßM^, — ß^, die in den beiden Geraden 

l^u + {i,^v + v,w = und i^u + ^jV + v^w =- 

wirken. Um a und ß zu interpretieren, denken wir uns ein Koor- 
dinatennetz gezeichnet, bei dem die 
Vektoren OA^ mit den Komponenten 
JMj, — ij und OA mit den Kom- 
ponenten Jtf,, — ij anstoßende Seiten 
eines Maschenparallelogramms sind. 
Dann können a, ß als schiefwinklige 
Koordinaten eines Punktes P in diesem 
Netz gedeutet werden. Der Vektor OP 
Tom Anfangspunkt zum Punkt P («, ß) 
stellt eine Kraft dar, mit den Komponenten 

aM, + ßM„ -{aL^ + ßL,). 

Ist der Schnittpunkt der beiden Geraden i^,fti,v^ und l^jfinV^ 
zum Anfangspunkt gemacht, so läuft die Gerade 

aX, + ßXj, «ft + ^ft, «x-i + zSva 

durch denselben Punkt in der Richtung, die durch die schiefwinkligen 
Koordinaten a, ß angegeben wird. Für alle möglichen Werte von a 
imd ß kriegt man also alle durch den Schnittpunkt der beiden ge- 
gebenen Geraden laufenden Geraden, a und ß haben in dem einen 
Winkel und seinem Scheitelwinkel gleiches Zeichen, in den angrenzen- 
den Winkeln entgegengesetztes Zeichen. Andern sich a und ß, ohne 
daß ihr Verhältnis sich ändert, so bleibt auch die dargestellte Ge- 
rade dieselbe. 

Ein zweites Wertsystem «', ß' definiert eine andere Gerade 

a'A, + ß%, K>i + /S'/ij, aV, -j- ß'vi, 

die durch denselben Schnittpunkt geht. 
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Der Quotient 

stellt dann das DoppelverliältniH der beiden dnrch «/(} ond et'/ß' be- 
stimmten GFeraden zu den beiden gegebenen Geraden dar. Denn die 
Koordinaten a, ß können in dem Netz von Parallelogrammen auch 
80 gedeutet werden: ß ist das Yerbältnie des Momentes der Kraft OA^ 
in bezug auf P und in bezug auf A und a ist das Verhältnis des 
Momentes der Kraft OA in bezug auf P und in bezug auf A^. 

Nun ist das Moment von OA^ in bezug auf A, dem Moment 
von OA in bezug auf Ay entgegengesetzt. Also ist — ßja gleich 
dem Verhältnis der Momente von OA^ und OA in bezug auf P. 
Nehmen wir nun P auf der geraden Verbindungslinie von A^ ond A 
oder in deren Verlängerung an, was ohne Änderung des Verhältnisses 
a : ß geschehen kann, so verhalten sich die Momente von OA^ und OA 
in bezug auf P, abgesehen vom Zeichen wie die Entfernungen FA^ 
zu PA, und es wird 

-«« = ±51. 

wo das positive Zeichen zu nehmen ist, wenn P zwischen A, ond A 
liegt, das negative, wenn P außerhalb hegt. 

Bezeichnet ß'/a eine andere Gerade durch und P' ihren 
Schnittpunkt mit der Geraden A^A, so wird mithin 
ß/a_ PAJPA 

wo das positive Zeichen gilt, wenn P und P' beide zwischen ^, und A 
oder beide außerhalb A^A hegen, das negative im andern Falle, d. h. 

ist gleich dem Doppelverhältnis der Punkte P, P' zu den Punkten A^, A 

und daher auch gleich dem Doppelverhältnis der beiden Strahlen OF^ 

OP' zu den Strahlen OA^, OA. 

Wir fassen die Resultate noch einmal zusammen: 

Sind M,, WijW^; MjjJJjjM'j die homogenen Koordinaten zweier Punkte^ 

so kann man die Punkte der geraden Linie, die beide Punkte enthält, 

in homogenen Koordinaten so ausdrücken: 

att^+ ßugf ttv^-i- ßvj, aWj + ßw^. 

Sind Aj, (ii, Vi] ij, (ij, V, die homogenen Linienkoordinaten zweier 
Geraden, so kann man die Geraden des Strahlenbilschels, das beide 
Geraden entMlt, in homogenen Linienkoordinaten so ausdrücken: 
aXy + ßX^, afi, + ßfit, av^+ßv,. 
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Die dai^estellten Gebilde aind nur von dem Verhältnis a:ß abbängig. 
Hat man zwei Verhältnisse ßja und ß'jti, eo stellt 
PI" 

das Doppelverhältnis der beiden Gebilde zu den beiden Gebilden dar, 
von denen man ausgegangen ist. 

§ 41. Mechanische Deutung der homogenen Koordinaten. 

Der Ausdruck 

lU + IIV + VW 

stellt das Moment einer Kraft dar in bezng auf den Punkt u, v, w. 
Die Kraft wirkt in der Geraden i., fi, v und ist die Resultante der 
Kräfte, die man erhält, wenn man die drei in den Dreiecksseiten an- 
genommenen Kräfte (mit den rechtwinkligen Komponenten bj, — Oij 
6j, — «j; bf — a) der Reibe nach mit CX, C{i, Cv multipliziert. Der 
Faktor C ist aus u, v, w zu ermitteln durch die Gleichung 

Aj« + A^v + Aw- C(AjC, + ^,Cs+^(7), 
wo 

^1 = «jft — 6jO, -4, = «6^— 6a,, A = «162" ^i'^s- 

Wenn X, ft, v proportional A^, A^, A genommen werden, so hat 

'ku + (LV -\- VW 

für jeden im Endlichen liegenden Punkt denselben Wert. Die drei 
in den Dreiecksseiten wirkenden Kräfte geben dann mit CX, Cfi, Cv 
multipliziert als Resultante ein Ktäftepaar, dessen Moment eben durch 

Am + ftr + VW 

ausgedruckt wird. Ein Ktäftepaar können wir auffassen als einen 
Grenzfall, dem man sich nähert, wenn maji eine Kraft in einer Richtung, 
die nicht mit ihrer eigenen übereinstimmt, ins Unendliche rücken 
läBt und dabei ihre Größe so abnehmen läßt, daß ihr Moment in 
bezug auf ii^endeinen im Endlichen liegenden Punkt unverändert 
bleibt. Das Moment in bezug auf jeden andern im Endlichen bleiben- 
den Punkt H, V, w nähert sich dann demselben Wert, d. b. der Wert 
von Am + ftjj + VW wird, während die Kraft ins Unendliche rückt, 
für jeden im Endlichen bleibenden Punkt sieh einem von der Lage 
des Punktes unabhängigen Wert nähern. Sucht man dagegen für 
jede Lage der ins Unendliche rückenden Kraft die Punkte auf, die 
der Gleichung 

Am + ftu + VI* = 
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genügen, so erhält man die gerade Linie, in der die Kraft wirkt, und 
die mit der Kraft ins Unendliche rückt. Dabei lühem sich die Ver- 
hältniBse X: ii:v den Werten .4, : ^ : .4. 

i.:n:v = Ai:A,:A sind die homogenen Linienkoordinaten der 
onendlichfemen Geraden. Ihre Qleichnng ist 
A^u + A^v + Äu> = 

oder dieselbe Gleichung multipliziert mit einem von Null verschiedenen 
Faktor. Die Gleichung einer ine Unendliche rOckenden Geraden geht 
kontinuierlich in sie Über. 

Die geometrische Bedeutung von A, ji, v können wir so aus- 
drücken. Es sind die Komponenten einer Kraft von gewisser Lage, 
Richtung und Größe in dem Sinne, daß die in den Dreiecksseiten an- 
genommenen Kräfte die eine Amal, die andere fimal, die dritte vmal 
genommen werden müssen, um diese Kraft zur Resultante zu haben. 
Durch die Verhältnisse l : fi : v ist nur die Gerade bestimmt, in der 
die Kraft wirkt. Durch den Proportionali tätsfaktor ist auch die GrSße 
der Kraft gegeben, und durch sein Vorzeichen wird bestimmt, ob sie 
in der einen Richtung der Geraden oder in der entgegengesetzten wirkt. 

Dem entspricht, daß die Verhältnisse u: v :w einen Punkt be- 
stimmen, und daß der ProportioniJiätsfaktor zu dem Punkt noch eine 
Maßzabl hinzufügt, die positiv oder negativ sein kann. Die Analogie 
mit der Bedeutung der Linienkoordinaten wird durch folgende Be- 
trachtung noch vervollständigt 

Der Punkt «1=1, «, — 0, w^=0 fäUt auf die Ecke des Drei- 
ecks in der sich die Geraden v = und w = schneiden, und der 
Punkt ijj = 0, Wj— 1, Wj" fällt auf die Ecke des Dreiecks, in der 
sich die Geraden u = und w = schneiden. 

Der Punkt 

M = a%+j3«s, V = aVi-\- ßv^, w -^ aw^-^- ßw^ 

liegt, wie wir oben sahen, auf der Verbindungslinie der beiden Punkte 
1 und 2, und die Entfernungen des Punktes von 1 und 2 verhalten 
sieh wie ßC^: aC„ wo C( und Cj nach der Formel 



- (wo B^A^c^ + ÄiC^ + Ac) 



1 berechnen sind. 

In unserem Falle ist 



Gl : C, = ^1 ; ^ und u^a, v^ß, w=0. 
Die Entfernungen dieses Punktes von den Punkten 1 und 2 verhalten 
sich demnach wie v^:m^. Der Punkt fällt demnach mit dem 
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Schwerpunkt zusammen, wenn wir uns in 1 das Gewicht -~- und 
in 2 das Gewicht ^~- denken. Wir wollen dahei auch von n^ativen 
Gewichten reden und darunter Auftriebe verstehen. Dann kann der 
dem Schwerpunkt entsprechende Punkt auch außerhalb der Strecke 1 2 
liegen, und wir wollen ihn auch in diesem Fall den Schwerpunkt 
nennen. Der Froportionalitätsfaktor C, der zu dem Punkte 

u = a, V = ß, ^ = 
gehört, berechnet sich : 



(7 = 



A,a + Ä,ß 



d. h. der Faktor C ist gleich der Summe der Gewichte, deren Schwer- 
punkt der Punkt ist. Wir wollen C das Gewicht des Punktes nennen. 

Durch geeignete Wahl von a und ß kann man jeden Punkt der 
Geraden «; = darstellen. 

Der Punkt Mg=Ova = 0«', — l liegt in der Ecke des Dreiecks, 
in der sich die Seiten m = « = schneiden. Wir setzen seine Koor- 
dinaten mit denen des Punktes u, v, zusammen 

1-1*3+ dw, yVg+Sv, yWg+S-O. 
Er stellt den Schwerpunkt dar, wenn wir uns im Funkte u, v das 
Gewicht SC und in der Dreiecksecke das Gewicht £7g denken. Wir 
wählen ä = 1. Cg wird gleich A/D. Der dargestellte Punkt erhält 
danach die Koordinaten 

u,v,w = y, 

und sein Froportionalitätsfaktor ist gleich 

A,u + A^v-\-A-r 
D ' 

d. i. gleich der Summe der Gewichte — — ^ — ^— und ^ ■ y. 

Durch geeignete Wahl von y kann man jeden Punkt zwischen 
dem Punkt u, v, und dem Punkt 3 oder außerhalb dieser Strecke 
darstellen und erl^t also durch geeignete Wahl von a, ß, y jeden 
beliebigen Punkt u, v, w ia der Ebene. 

Wenn man sich in den Ecken des Dreiecks die Gewichte -^- , 
^, jT denkt, so geben die Größen u, v, w an, wieviel Mal man jedes 
dieser Gewichte der Reibe nach vervielfältigen muß, um als Schwer- 
punkt den Punkt u, v, w zu erbalten. Der Proportionalitätsfaktor 
des Punktes ist gleich der Summe der drei Gewichte 
A,u 



- + - 
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Die homogenen Koordinaten der unendlich fernen Punkte werden 
durch solche Gewicht« erhalten, deren Summe gleich Null ist, d. h. 
wo der Auftrieb den positiven Gewichten gleich ist. Die Koordinaten 
der unendlich fernen Punkte genQgen somit der Gleichui^; 

AiU + A,v + Aw~0, 

die wir schon oben als Gleichung der unendlich fernen Geraden er- 
kannt haben. 



§ 42. Die perspektivische Abbildung einer Ebene auf eine andere. 

Die homogenen Dreieckskoordinaten u, v, w eines Punktes hängen 
mit seinen rechtwinkligen Koordinaten durch die Gleichungen zu- 
sammen 

w — C{ax +hy + c). 

Wenn wir nun in einer anderen Ebene die Größen | = ujw 
und ij = vjw als rechtwinklige Koordinaten auftr^en, so entspricht 
jedem Punkte P der ersten Ebene ein Punkt P' der zweiten Ebene. 
Dies stellt, wie wir oben sahen, eine perspektivische Abbildung der 
beiden Ebenen dar, und jede perspektiscbe Abbildung kann in diese 
Form gebracht werden. 

Nun soUen auch in der zweiten Ebene Dreieckakoordinaten ein- 
geführt werden durch die Gleichungen 

w'^C{al -l-^ij +y), 

wo die drei Geraden m' = 0, u'=0, w'= nicht durch einen Punkt 
gehen dürfen. Das ergibt zwischen m', v, w' und w, v, w die Beziehungen 

die mithin ebenfalls eine beliebige perspektirische Abbüduug zweier 
Ebenen aufeinander darstdlen. Dem Dreieck m'=0, d'=0, w' = 
der zweiten Ebene entspricht dabei das Dreieck, das von den Geraden 

in der ersten Ebene gebildet wird. In rechtwinkligen Koordinaten x, y 
lauten die Gleichui^en dieser Geraden 
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A^x + B,y+C^=0, AjZ+B,y-\-C3=(), A3: + By + C=0, ^ 

A= «i«i + ßi<h + Yi(*i -4= <'aßi + /'B«s + ya«> 

B, - a^bi + /J,fcg + Yib, B^= tt^\ + ß^\ + y^h, 

C, = «iCi + /5i<^ + YiC, Cg = «bCi + /5jCj + yjC, 

^ = «Ol + ^Oj -|- ya, 

B=ci\-\-ßhi-\-Yh, 

Durch geeignete Wahl der neon Größen «1,^1,^1; ia> ^aj'si <^ib,c 
kann man den neun Größen A^, B^, C^; ^, JB^, C^; A, B, C beliebig 
Torgeechriebene Werte geben. Denn betrachtet man z. B. die Aus- 
drücke für ^1, A^, A, so gieht man, daß sie aua 

Ol« + ßiV + j-iW, «jW + ßtV + -y^w, ttU-\- ßv + yw 

hervorgehen, wenn man für m, r, w die Werte a^, a^, a einsetzt. Da 
nach der Yoraussetzung bei homogenen Koordinaten diese drei Aus- 
drücke beliebige Werte müssen annehmen können, so kann man also 
M, V, w so bestimmen, daß sie gleich A^, Ä^, A werden. Diese Werte 
von M, V, w sind die gesuchten o^, Oj, a. Ähnliches gilt von 
6,, 6j, 6; Cj, Cj, c. 

Das Dreieck, das in der zweiten Ebene von den Geraden m' = 0, 
«' -" 0, w =0 gebildet wird, kann demnach in der ersten Ebene einem 
beliebig voi^eBchrjebenen Dreieck entsprechen. 

Statt der AbhÜdungsformeln 

u iv ^w'=={a^u-\-ßiV + yiw')'.{a^u-\-ß^v-\-y^w):(uu-\-ßv-{-yw') 

wollen wir andere betrachten, die aus diesen durch Multiplikation der 
drei Proportionsglieder mit konstanten Faktoren m,, m,, m hervor- 
gehen 
u -.v -.w' = m,{a,u■\-ß^v+y^w)■. mi{K^u-\-ß^v-\-y^w) : miau-^ßv-\-yw). 

Die Geraden der ersten Ebene, die den Geraden m'=0, v'=0, 
w' = der zweiten Ebene entsprechen, bleiben dabei dieselben. Aber 
die perspektivische Abbildung ist nicht dieselbe. Vielmehr können 
wir durch passende Wahl von m^jtn^, m noch irgend zwei beliebige 
Funkte der beiden Ebenen einander zuordnen, vorausgesetzt, daß sie 
nicht auf den Seiten jener beiden einander entsprechenden Dreiecke 
liegen. Sind nämlich V'^,i>^,v.\ die homogenen Koordinaten eines be- 
liebigen Punktes P der ersten Ebene, der nicht auf einer der drei 
Geraden 
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«,« + ^f + j-jW — 0, 
au + ßv + yw — 

liegt, 80 werden die Ausdrücke der linken Seiten von Nnlt Terachieden 
sein, -wenn man m^, tJ,, Wj einsetzt. Dnrch Multiplikation mit geeigneten 
Faktoren m^, m,, m kann man ihnen dann beliebig Toigeschriebene 
TOB Null Terechiedene Werte «,', v^', w,' geben, so daß dem Pimfcte F 
in der zweiten Ebene ein beliebig Toi^escbriebener Punkt, der nicht 
auf den Dreieckseeiten m'— 0, «'=0, u>'=-0 liegt, entBpricbt. Somit 
haben wir die Formeln fOr eine perspektiriBche Abbildung gefonden, 
die vier beliebig vorgeschriebene Fni^te der einen Ebene in vier be- 
liebig voi^eschriebenen Punkten der andern Ebene abbildet, ^or 
dürfen von den vier Punkten nicht irgend drei in einer geraden Linie 
liegen. 

Wenn ii^end zwei Dreiecke, die sich in den beiden Ebenen 
perspektiviBch entsprechen, zu Koordtnatendreiecken gewählt werden 
und die homogenen Koordinaten in der einen Ebene mit u, v, w in 
der andern mit u'v'w' bezeichnet werden, so daß die gerade Linie 
M — der einen Ebene der Geraden m'=0 der andern entspricht and 
ebenso « »- der Geraden ü' — 0, tc — der Geraden w' = 0, so ver- 
einfachen sich die Formeln der perspektivischen Abbildung auf: 

wo wi],Mij, »Mj beliebige Konstante sein können, deren Verhältnis so 
bestimmt werden kann, daß ein beliebiger nicht auf den Dreiecks- 
seiten liegender Punkt der ersten Ebene einem beliebigen nicht auf 
den Dreiecksseiten liegenden Punkt der zweiten Ebene entspricht. 



§ 43. Die Gleichung zweiten Grades in homogenen Koordinaten. 

Es sei nun eine Gleichung zweiten Grades in homogenen Punkt- 
koordinaten gegeben 

1) OjiM'-I- Ojaf*-)- ajjw'-f- ^a^^uv + 2a^^wv -\- 2%gUti = 

und zwei Punkte Mj, »i, w^ und «g, Uj, w,. Wir wollen unterauchen, 
ob die Gerade, die die beiden Punkte verbindet, Punkte besitzt, die 
jene Gleichung befriedigen, und was von ibnen ausgeSE^ werden kann. 
Die Punkte der Geraden können in der Form dargestellt werden: 

Setzen wir diese Ausdrücke für m, v, w in die Gleichung ein, so 
ergibt sich eine Gleichung von der Form: 
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wo 

X = 011«,'+ '^j''i*+ '*js'*i*+ äOgjUj«', + 2ajjMi,D, + 2a,,Mj«, , 

M" (dl,«! + Oi,Vi + a,(M),)M, + {OsiMj + öjjWt + (^gWjüj 

.?? = aiiMs'+ 0^(1),*+ '^ii«'s'+ 2a3s«,w, + 2ajiW(Vj + 2aijMsrj . 

In diesen Formaln ist statt cijg, a,i, a^j ancb ag,, a,g, a,j geschrieben, 
wodurch die Symmetrie der Formeln gewinnt. 

L und N sind nichts anderes als die Ausdrücke, die wir erhalten, 
wenn wir in die linke Seite der Gleichung fiir u, v, w einsetzen Wj, 
«,, «1, oder Mj, Vj, w^. 

Wir wollen annehmen, daß die Punkte «,, Vj, w^ und Ug, t;,, w, die 
Gleichung nicht befriedigen, so daß L und N von Null verschieden 
sind. Für das Verlwltais von u und ß erhalten wir somit eine Glei- 
chung zweiten Grades. Wir woUen den beiden Punkten «i,«,,«',, 
«j,r3,Wj nun die Bedingung auferlegen, daß Jlf — sein soll. Was ist 
die geometrische Bedeutung dieser Bedingung? Wenn wir u^,v^,io^ 
beliebig wählen, so muß der Punkt «j,«j, w, auf der Geraden 

X^u + fti" + *'i«' = 
liegen, wo 

Aj = a^jM, + a,jv, -)- «igW, , 

(f, = «ilMl + fj,I'i+ «ss'^ll 
V, — a5lMl + «bsUi + ObsWi, 

und ebenso, wenn wir «j, i;,, Wj beliebig wählen, so muß der Punkt 
«ijflj,«', auf der Geraden 

Aatt + /tj« + Vgw; = 
liegeu, wo 

i,=- fl,iW2+ öijWj -f- «litt's, 

^ = OgiM,+ ai,Vj + OjaW's» 

Jedem Punkt m, «, w entspricht somit eine gerade Linie mit den 
Linienkoordinaten 

X-^ «1,« + dl,« + aijW, 

/t-^OjiM +05,31) + ßj3«', 

v = «jiM + ajjV + OgjW, 

und die Bedingung Jlf=0, die wir den Punkten Mi,^,,)*!; ^t^n^t 
auferlegen, besagt, daß der eine Punkt auf der dem zweiten ent- 
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sprechenden Geraden liegen soll; dann liegt von selbst auch der 
zweite Punkt auf der dem ersten entsprechenden Geraden. 

Für das Verhältnis von a und ß et^ibt sich dann die Gleichung 

die keiae reellen Lösungen besitzt, wenn L imd N gleiches Yoizeicheu 
haben. In diesem Falle hat die gerade Linie, die Uj, f,, Wj and 
«g, Vj, Wj verbindet, keine Punkte, die der Gleichung (1) genügen. 
Wenn L und N dagegen verschiedenes Zeichen haben, so können wir 
L/N — — w* setzen und haben dann die beiden Lösungen 
ß/a =,ra , ß'/a =• — m . 

Das DoppelverMltnis dieser beiden Punkte zu den Punkten «uW,,»*! 
und ttg, Vg, Wj ist 

ß/" _^ , 

"^/«- -•»" ' 
d. h. die beiden Punktepaare liegen harmonisch zueinander, umgekehrt, 
wenn -Zi—, = — 1 ist, so muß iJf — sein. Denn aus 

L + 2Mß/a + N(ß/ay^0 
und 

L + 2 M ß'/a + N{ß'/ay = 

folgt für ß/a = — ß'/a' durch Subtraktion 

iMß/a = 
and, da w^en X ^ ß/a nicht Null sein kann: 
M=0. 
Die Bedingung Üf = bedeutet demnach, daß, wenn L und N 
verschiedenes Zeichen haben, die Gerade 12 das durch die Gleichung 
(1) dargestellte Gebilde in zwei Punkten schneidet, die zu den Punkten 
1 und 2 harmonisch liegen. Die Gerade mit den Linienkoordinaten 

i = fljjM + a^^V + «ijM', 

V = agjM + Ogjr + ttsjW 
ist der geometrische Ort der Punkte, die mit u, v, w zu den Schnitt- 
punkten, in denen die betreffende Verbindungslinie mit u, v, w das 
Gebilde schneidet, harmonisch liegen. Wir nennen diese Gerade die 
Polare des Punktes u, v, w in bezug auf das Gebilde. 

Wir wollen die Voraussetzung festhalten, daß es Punkte gibt, für 
welche L und N verschiedenes Zeichen haben, daß also die linke Seite 
der Gleichung (1) sowohl negative wie positive Werte annehmen kann. 
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Dann zerfällt; die Ebene in Gebiete, wo die linke Seite positiv, und 
wo sie negativ ist, und die Verbindungslinie eines Punktes des nega- 
tiven Gebietes mit einem Punkte des positiven Gebietes muß das Ge- 
bilde in zwei Punkten eebneiden. Denn die Gleichung 

La'+2Mciß+Nß'^Q 

gibt, wenn L und N entgegengesetztes Zeichen haben, zwei vonein- 
ander verschiedene Verhältnisse a : ß. 

Jedem Punkte A entspricht eine Polare a. Wir nennen A den 
Pol seiner Polaren. Es trägt sich, ob jeder Geraden auch ein und 
nur ein Pol entspricht, deren Polare sie ist. Das kommt auf die 
Frage hinaus, ob die Gleichungen 

i. =■ (ij,M -i- a,,v + «laW, 
(i — OfiU -\- a^jV + Ofj^w , 

V — «siM-f-ajjti-l-ajjW 

in u, V, w gelöst werden können, wenn die Linienkoordinaten }l, h, v 
beliebig gegeben werden. Sie können es, wie wir oben sahen, wenn 
die drei Geraden Oi,« -|- aiji? + a,(M7 — 0, a,j« -j- Oj^r -|- Ojj«? — 0, 
«81« + «sj" + «8»«" = ein Dreieck bilden. Sie können es nicht, 
wenn die drei Geraden einen Punkt gemein haben. 

Die Frage ist dieselbe, die wir oben bei der Betrachtung der 
Dreieckskoordinaten erörtert haben. 

Wir wollen voraussetzen, daß die drei Geraden ein Dreieck bilden. 
Dann entspricht jeder beliebigen Geraden ein Pol, deren Polare sie ist. 

Es sei nun F : m,, v,, w, ein beliebiger Punkt, der nicht auf dem 
durch die Gleichung (1) definierten Gebilde liegt. Seine Polare kann 
dann nicht durch ihn hindurchgehen. Denn die Gleichung 

i^u + ii^v + VjW =-0, 
wo 

(i, = «s,W, + ö,j«i 4- «28^1 . 

würde, wenn wir m = «j, ü — ' »i, w = w, setzen, in die Gleichung (1) 
fibeigehen. Nur die Punkte des Gebildes seibat liegen mithin auf 
ihrer eigenen Polare. 

Auf der Polaren des Punktes P, nehmen wir einen Punkt 
JPj(u3, 1?,, u^g) an, der ebenfalls nicht auf dem Gebilde liegen soll. Seine 
Polare muß dann, wie wir oben sahen, durch den Punkt Pj gehen, 
kann aber nicht Pg selbst enthalten. Der Schnittpunkt der beiden 
Polaren von Pj und Pj liefert uns einen dritten Punkt P,, dessen 

Bnuge, lulftischfi QeoDiatrie der Ebsne, Ijl 
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Polare durch P^ tmd P, hindorchgeheiL maß. Pj ktum nicht aaf 
seiner Polaren PiP, li^en, weil P^Pj nicht dnrch Pj, und P^Pj 
nidit durch P, geht. Die drei Punkte bilden folglich ein Dreieck, 
in dem jede Seite die Polare der gegenüberliegenden Ecke ist. Ein 
solches Dreieck nennen wir ein Polardreiect dea Gebildes. 

Machen wir das Polardreieck znm Eoordinatendreieck, so können 
wir den Eckpunkten die Koordinaten geben: 

1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 . 
Die Polare des ersten Endpunktes erhält damit die Linienkoordinaten 

A,= Oll, ;*i= «ai> »'i = 0!i- 
Da sie aber mit der gegeuQberliegenden Dreiecksseite zusammenfallen 
muß, so müssen f^ und v^ gleich Null sein. Folglich ist a,i=0, 
Ogi™ 0. Die Polare des zweiten Endpnnktes hat die Linienkoordinaten 

^i=Oi,, lh='^ia, »'8=«sj> 
und da sie wieder mit der gegenfiberliegenden Seite zusammenfällt, 
80 muß Aj— und rj= sein. Es Terscbwindet also auch «,,, und 
die Gleichung des Gebildes nimmt bezogen auf das Polardreieck die 
Form an: 

at,M*+ ajgr*+ "»3«'*= 0, 

wo a^, Ogg, Ojj Ton Null verschieden sein müssen. Denn für einen 
beliebigen Punkt u, v, w sind die Linienkoordinaten seiner Polaren 

A=-a,,tt, ft — OjjiJ, V — a^fto . 

Wäre nun eine der drei Größen a^^, Ojj, djg gleich Null, so könnten 
A, fi, V nicht beliebige Werte annehmen, was unserer Voraussetzung 
widerspricht. 

Trägt man u/w = x und vfw = y als rechtwinklige Koordinaten 
in einer neuen Ebene auf, so erhält man eine perspektivische Ab- 
bildung der Ebene, in der «, v, w als Dreieckskoordinaten definiert 
waren. Das Polardreieck wird dabei in den Koordinatenachsen and 
der unendlichfemen Geraden abgebildet. Die Abbildung unseres geo- 
metrischen Gebildes erhält in rechtwinkligen Koordinaten die Gleichung 

und muß daher eine Hyperbel oder Ellipse sein, je nachdem unser 
Gebilde von der Dreiecksseite w ^ gescbnitten wird oder nicht, 
d. h. je nachdem Oi, und Ojj entgegengesetztes oder gleiches Zeichen 
haben. Daß alle drei Koeffizienten gleiches Vorzeichen besitzen, haben 
wir durch die Voraussetzung ausgeschlossen, daß es möglich sein 
sollte, der linken Seite der Gleichung (1) positive und negative Werte 
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zu geben. Das diircli die Gleichung (1) dargestellte Ciebilde ist mit- 
liiii selbst eine Ellipse, Hyperbel odet Parabel. 

Diese Erörternngen enthalten nur Wiederholungen des frQheren 
in anderer Form. Es war aber erwünscht, sie in diese Form zu 
bringen, weil wir nun dieselben Betrachtungen, die hier für Punkt- 
koordinaten gemacht siud, auch für Linieiikoordinaten durchführen 
kÖnneiL 

Es sei eine Gleichung 
(2) a^^i.^ + a,t(i' + ag^v' + 2atgtiv + 2a^^vJL + 2a^^Xli = 

gegeben. Die Gesamtheit der Geraden, deren Linienkoordinaten i, ft, v 
dieser Gleichung genügen, sind ein geometrisches Gebilde, das wir 
nun untersuchen wollen. 

Es seien.l^,fti,i'j und ^g,ftg,Vg die Linienkoordinaten zweier Geraden. 
Wir wollen untersuchen, ob das Strshlenbüschel, dem sie beide an- 
gehören, Strahlen besitzt, deren Linien koordinaten jene Gleichung be- 
friedigen. Die Strahlen des Strahlenbüscbels können in der Form 
dargestellt werden: 

ß^i-l-^A,, afi^+ßti^, av^ + ßv^. 

Setzen wir diese Ausdrücke ftir X, (i, v in die Gleichung ein, so ergibt 
sich eine Gleichung yon der Form: 

La^+2Maß + Nß^=Q, 

L = a^^l*+ ffj»ft,*+ a,j7'i'+ 2oai,/(jV,+ 2o:g,VjA, + 2oi,l,^, 
M= {a,,i, + ajj^ -I- Oui-Ois + (oj, j', + a„ft + 0,3^,)^, 

oder anch 

M = (aiiAg4- a,afts-(- «u^'ä)^ + Ki^+ »»>(*»+ «iB*»)Mi 
+ (a, 1 ij + o,, fi, -t- o,, vj) Vi , 
iV"=a,,ij'+ ait(h^+ «sa^g'-i- 2a^gy^v^ + 2ajiJ'jAj+ 2ais^/ij. 
Hier ist wieder wie oben Ojg, Og^, Oj, auch o,,, o,s, Oj, geschrieben, um 
die Symmetrie der Formeln besser heryortreten zu lassen. 

L und N sind nichts anderes als die Ausdrücke, die wir erhalten, 
wenn wir in die linke Seite der Gleichung (2) für A, ^, v einmal 
^, ft,, Vj und einmal A„ fig, f, einsetzen. 

Wir wollen annehmen, da£ die Geraden A,, ft,, n, und Aj, /tj, v^ 
die Gleichung (2) nicht befriedigen, so daß X und M von Null ver- 
schieden sind. Für das Verlmltnis von a zu ^ erhalten wir somit 
eine Gleichung zweiten Grades. Wir wollen den beiden Geraden 
^it P-K '"i ^^^ Kj fir ^2 i'^^ *^^ Bedii^^ng auferlegen, daß üf ■- sein 
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BoU. Was ist die geometrische Bedeutung der Bedingung? Wenn 
wir >Lj, ftj, Vi beliebig wählen, BO muß die Gerade A,, ;*,, Vj durch den 
Punkt geben, dessen Crleiebung in Linienkoordinaten 

Im, + (it'j + tiifjj = 
ist, wo 

«1= «11^1 + «13/11 + «igJ'ij 

and ebenso muß, wenn wir ^, /iji "'s beliebig wählen, die Gerade Aj, /inV^ 
durch den Puntt gehen, dessen Gleichung in Linienkoordinaten 

Amj + (itij + vwg= 
ist, wo 

Cg=OBlA,4- »8»)'»+ "sB^'s- 

Jeder Geraden X, {i, v entspricht somit ein Funkt mit den Punkt- 
koordinaten 

If -= «31^ + **3af* + "ss**» 

und die Bedingung M—O, die wir den Geraden Aj, ;t,, v^ und A,, /ij, v^ 
auferlegen, besagt, daß die eine Gerade durch den der anderen ent- 
sprechenden Punkt gehen soll: dann geht von selbst auch die zweite 
Gerade durch den der ersten entsprechenden Punkt. 

Für das Verhältnis von a und ß ergibt sich dann die Gleichnng 

die keine reellen Lösungen besitzt, wenn L und iV^ gleiches Vorzeichen 
haben. In diesem Falle gibt es in dem Strahlen büschel, dem die 
Geraden A^, ftj, v^ und ij, ^, v^ angehören, keine Strahlen, die der Glei- 
chung (2) genügen. Wenn L und N dag^en verschiedenes Zeichen 

haben, so können wir L/N- m^ setzea und haben dann die beiden 

Lösungen 

ß/a~m, ß'/a m. 

Das Doppel Verhältnis dieser beiden Strahlen zu den Strahlen 
^n f*i» *"! ^^^ A,, fij, Vj ist 

d. h. die beiden Strahlenpaare liegen harmonisch zueinander. 
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Umgekelirt folgt M= 0, wenn die beiden Strahlenpaare liaj-moniaeli 
lieiren, wenn also 

ist Denn aus 

X + 21f^/K + i^{(i/«)'=0 und L^2Mß-la+N{ß'!tty^i) 
folgt für ßja — — ß'/a durch Subtraktion 

4:Mß/Ct == 

und, da -wegen L^O ßja nicht Null sein kann, 

lf=0. 

Die Bedingung M =0 bedeutet demnach, daß, wenn L und N 
Terschiedenes Zeichen haben nnd daher durch den Schnittpunkt der 
Geraden X^, (ti,Vi und X^, /«,, Vj zwei gerade Linien gezogen werden können, 
deren Linienkoordinaten der Gleichung (2) genügen, diese geraden 
Linien zu den Geraden ^j, fi^, i'^ und Aj, ftj, v^ harmonisch liegen. Der 
Punkt mit den homogenen Punktkoordinaten 

« = a^^l + a,,ft + öjjV, 

W = ßgjA + «Bjf* + Ö33V 

ist der Schnittpunkt aller der Geraden, die mit der Geraden X, (t, v 
zusammen barmoniBcb geteilt werden durch zwei Gerade, die die 
Gleichung (2) befriedigen. Unter harmonischer Teilung zweier Ge- 
raden durch zwei andere ist dabei verstauden, daß beide Geradenpaare 
demselben Strahlenbüschel angehören und harmonisch zueinander liegen. 
Wir nennen diesen Punkt den Pol der Geraden X, fi, v ia bezug auf 
das geometrische Gebilde, das aus der Gesamtheit der Geraden besteht, 
deren Linienkoordinaten der Gleichung (2) genügen. 

Wir wollen die Voraussetzung festhalten, daß es Gerade gibt, 
für deren Linienkoordinaten L und N verschiedenes Vorzeichen haben, 
daß also die linke Seite der Gleichung (2) sowohl negative wie posi- 
tive Werte annehmen kann. Dann zerfällt die Gesamtheit aller ge- 
raden Linien der Ebene in TeQe, für die die linke Seite positiv ist, 
und Teile, für die sie negativ ist, und das Strahlen büachel, dem zwei 
gerade Linien eines negativen und positiven Teils angehören, muß zwei 
Gerade des Gebildes enthalten, das durch die Gleichung (2) dargestellt 
ist. Die beiden Geraden werden durch die beiden Verhältnisse « : ß 
geliefert, die sich aus der Gleiehui^ 

La^+^Maß + Nß^^O 
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ei^eben. Die Gleicliimg liefert, da L and N entgegengesetztes Zeichen 
haben BoIlen, zwei voneinander verschiedene Verhältnisse u : ^ 



i±m' 



Jeder Geraden a entspricht ein und nur ein Pol A. Wir nennen 
die Gerade a die Polare des Punktes A. Es fr^ sich nun, ob jedem 
Punkte auch eine and nur eine Polare entspricht. Das kommt auf 
die Frage hinaus, ob die Gleichungen 

V =• Ogji + Ojj/i + «aaV, 

für beliebige Werte von u, v,w in A, ^^, v aufgelöst werden können. 
Sie können ee dann and nur dann, wenn die di-ei Punkte, deren 
Gleichungen in Linienkoordinaten 

a^^k -\- a^iii -{- a^fV =- 0, 
«ajA + agjfi + UgjV — 

sind, nicht in einer Geraden liegen. 

Wir wollen Toraussetzen, daß diese drei Punkte ein Dreieck 
bilden; dann entapriebt nicht nur jeder Geraden ein und nur ein Pol, 
sondern auch jedem Punkt eine und nur eine Polare. 

Es sei nun i'i(ili, /^i, Vj) eine Gerade, die nicht zu dem durch die 
Gleichui^ (2) definierten Gebilde von Geraden gehört. Ihr Pol P, 
kann dann nicht auf ihr liegen. Denn würden in die Gleichung 
des Pols 

wo 

die Koordinaten der Geraden ^iif-nV^ eingesetzt, so ginge die linke 
Seite der Gleichui^ in die linke Seite der Gleichung (2) über. Wenn 
daher die Gerade Au^^jVj die Gleichung ihres Pols befriedigte, so 
müßte sie auch die Gleichung (2) befriedigen. Nur die Geraden des 
Gebildes selbst haben die Eigenschaft, durch ihrea Pol zu gehen 

Eine zweite Gerade J>s(Ag, ^, ",) möge durch den Pol -Pj der 
ersten Geraden gehen, ist also von jj, verschieden, Ihr Pol P, li^ 
dann auf der Geraden j?,. 

Eine dritte Gerade p^ bilde die Verbindungslinie der Pole Pj 
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und Pj. Ihr Pol P, muß der Schnittpunkt der Geraden ^^ und p^ 
sein. Die drei Geraden bilden ein Dreieck. Denn die Gerade p^ 
kann weder mit j), noch mit j», zusammenfallen, weil sie den Punkt 
P^ enthält, der nicht auf jp^ liegt, und den Punkt Pj, der nicht auf 
p2 liegt, und sie kann auch nicht durch Pj gehn. 

Jede Ecke des Dreiecks ist der Pol der gegenüberliegenden Seite. 
Ein Bolchea Dreieck nennen wir ein Polardreieefe. 

Legen wir das Koordinatendreieck in ein Polardreieek, so können 
wir den drei Seiten die Koordinaten geben 

i=l, ^ = 0, v = 0; A^O, fi — l,v = 0; i — 0, ^ — 0, »-=1. 
Die Pole erhalten dann die homogenen Koordinaten 

'^lir '^isi ''isi '^eii "llf ^Si '^li '^Si) "sS' 

Da nun aber der Pol jeder Seite in die gegenüberliegende Ecke 
des Polardreiecks fällt, so ist das nicht anders möglich, als wenn 
^iD <^isf "as verschwinden. Die Gleichung (2) des Gebildes nimmt 
daher die Form an 
(2*) «ijAH a»sft'+ «SS»'*- 0, 

wo a^^, Ogj, O33 Ton Null Terschieden sein mässen. Denn für eine 
beliebige Gerade X, n, v eind die Koordinaten seines Poles jetzt 

Wäre nun eine der drei Größen a^j, Oj^, «jj gleicb Null, so 
würden u, v, w nicht beliebig vorgeschriebene Werte erhalten können, 
was unserer Voraussetzung widerspricht. 

Die Pole der Geraden i., (i, v, die dem Gebilde angehören, das 
durch die Gleichung (2*) defiuiert wird, befriedigen selbst eine Glei- 
chung, die wir erhalten, wenn wir J,, ft, v durch u, v, w ausdrücken 
und in (2*) einsetzen. Es ergibt sich: 

— + — + -'"- = 0. 

Wenn wir in bezug auf dieses Gebilde von einem beliebigen 
Punkt K, V, w ausgehend seine Polare bestimmen, so erhalten wir 
nach dem früheren die Linienkoordinaten der Polare durch die 
Gleichungen 



d. h. wir erhalten dieselbe Gerade, die auch in bezug auf das Gebilde 
von geraden Linien 
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die Polare des Punktes bildet. Das Panktgebilde 

«11 ^«.i «». 

ist, wie wir wissen, eine Ellipee, Parabel oder HyperbeL 
Das LinieDgebilde 

besteht aus denjenigen Geraden, die durch ihre eigenen Pole gehen. 
Da die Beziehung zwiechen Pol und Polaren für beide Grebilde die- 
selbe ist, so besteht mithin das Liniengebilde auB den Tangenten, 
das Funktgebilde aus den Punkten desselben Kegelschnitts. 
Auch von der allgemeinen Form der Gleichung 
aiiA*+«jj(i^-f-agjV»-|- 2a^it^v + 2a^^vi. + 2o,jift = 0, 
der die Tangenten eines Kegelschnitts genügen, wenn wir keine 
speziellen Yorauseetzimgen über die Lage des Koordinaten dreiecks 
machen, können wir zu der Gleichung des Kegelschnitts in Pnnkt- 
koordinat«n übergehen. Wir brauchen nur aus den Gleichungen 

I? = ßjiJl + «aäft + «ia*'! 
w = a^,X -i- «jgfi + a^^v 
X, fi, V durch -u, v, w auszudrücken und in die Gleichung 

a,, A'-|- ajj(i*+ 088»"*+ 2a^3[iv + 2a^^vl -|-2a,ji/t=-0 



Denken wir uns /, fi, v durch m, v, w ausgedrückt 

k — -iJ,i« + -^12" + -^18^1 

V = Ä^iU -\- A^^v + Ä^^w , 
80 muß Am + fiv -{■ vw in doppelter Form ausgedrückt werden können, 
indem wir entweder für m, v, w ihre Ausdrücke in X, [i, v einsetzen 
oder für X, /i, v ihre Ausdrücke in w, v, w. Mithin erhalten wir, 
daß für beliebige Werte von k, fi, v 

(jjiA*-|- «jj/i-'-l- 033"*+ Sajäftv + 2äj,vA + 2a^^Xfi, 
durch M, V, w ausgedrückt gleich wird 

(.4,,« + ^j« + A,^w)u + (J,,« + J,a« + A^^w)v 
+ {A^iU + Ajj« + A^^w^w. 

Wenn daher k, jt, v solche Werte haben, daß jener Ausdruck 
verschwindet, so müssen u, v, w solche Werte haben, daß dieser 
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Ausdruck Terschwindet und umgekehrt. Gleieh Null gesetzt liefert 
dieser Ausdruck mitliin die Gleichung des Kegelschnitts in Punkt- 
koordinaten. Betrachten wir zwei Gerade A, fi, v und l', [i, v' und 
die zugehörigen Pole m, v, w; u, v, w', so ist 

uX' + v^' + wv -= u'X + v'ii + w'v , 
wie sogleich erhellt, wenn man u, v, w durch d, ^, v und w', «', w' durch 
il, fi', v ausdrückt. Wenn man umgekehrt A', /i', v' durch w', «', w' und 
X, ti, V durch u, V, w ausdrückt und in die Gleichnng einsetzt, so muß 
sie richtig bleiben, d. h. der Ausdruck 

+ (Asiu' + Afijv' + A,tw')w 
ändert seinen Wert nicht, wenn man « mit «', c mit v', w mit w' 
gleichzeitig vertauscht. Setzt man z. B. m = 1 und v' = 1, alle übrigen 
Größen u, v Null, so muß man denselben Wert erhalten, wenn man 
m' = 1 und D = 1 und die Übrigen Null setzt. Im ersten Falle er- 
halten wir den Wert A^^, im zweiten den Wert A^y Es ist mithin 
A^j — A^i und analog ergibt sich j4j,= ^,,, Agi'^-A^g. 

Wir können daher die Gleichung des Kegelschnitts in Punkt- 
koordinaten auch schreiben: 

Aiiu'+A^y+ A^s^' + 2Ats^w -f 2A^iWU + ^A^^uv - 0. 

Der Übergang von der Gleichung in Linienkoordiuaten, der die 
Tangenten des Kegelschnitts genügen, zu der Gleichnng in Pnnkt- 
koordinaten, der seine Pnnkte genügen, beruht darauf, daß die drei 
Gleichungen 

M = o^^X + a^^ft + «igV, 

■IC — «31^ + «sg/t-i- OsjV 

sich umkehren lassen in 

X = A^j^u + A,gV + -^la^j 
H ^ A^^ti + A,^v + A^,w , 
V ^ A^,u + A,jv + A.^w . 

Die Umkehrung ist aber nicht möglich, wenn der Kegelschnitt 
entartet. 

Genau so können wir auch von der Gleichung in Punktkoordinaten 
ausgehend zu der Gleichung in Linienkoordinaten gelangen. Es er- 
geben sich die Linienkoordinaten A, n, v der Polare eines Punktes 
M, v, w in bezug auf das Gebüde 

^„«» + A33V' + A^^w^ + 2^jsüw -1- 2^si«!M + 2AitUv = 
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aus den Gleichnngen 

3. = Ay^u + Ay^v -f- A^^iB , 
ft - A^i^ + ^is« + A^iV), 

V ~ A^^u + A^^v + A^^w . 

Wenn sich nun u, v, w ningekehrt durch X, (i, v auBdräcken 
las Ben, so erhalten wir 

w = On^. -|- a^gfi + OigV, 

V = Ogii + Ojj^ + ^ha'") 

Die Oleichung des Gebildes läßt sich nun auch schreiben 

Xu -i- ftv + VW = 0, 

die besagt, daß die Funkte des Gebildes auf ihrer eigenen Polare 
liegen. Setzen wir hier für m, v, w ihre Ausdrücke in X, fl, v ein, 
80 erhalten wir die Gleichung, der die Linienkoordinaten der Tangenten 
des Gebildes genügen müssen: 

«11^*+ aäjfi.*+ a,jv*+ ^Ojj^v + Soj^rA + 2ojjifi = 0. 
Wenn die Umkehrong der Gleichungen 

fi = A^iit + A„v + A^w, 

V = j1s,m + Ag^v + Ag^w 

möglich ist, so gehört zu jedem Wertsystem X, (i, v ein und nur ein 
Wertsystem m, v, w. Zu dem Wertsjstem ^ = 0, jt = 0, v = ge- 
hört nur das Wertsystem « = 0, u = 0, «; = 0. Wenn dagegen die 
Umkehrung nicht möglich ist, so ist das Wertsystem u = v = w = Q 
nicht das einzige, für welches i = fi = v — wird, sondern es 
gibt auch Wertsysteme «, v, w, wo die drei Größen m, v, w nicht 
alle verschwinden und dennoch X = ft, = v = ist. Denn wenn man 
versucht die TJmkehrung der Gleichungen 

X = ^„M + AliV + -^ijW, 
ft = ^,M + A^v + AiiW, 

V = ^aiM + A^v + A^w 

zu bewerkstelligen, indem man erst eine der Größen u, v, w, z. 6. u, 
eliminiert, so Terfährt man so, Ea sei A^ von Null verschieden. 
Man multipliziert nun die erste Gleichung mit A^JA^^^ oder AgJA^^ 
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nnd zieht eie von der zweiten und dritten ab. An Stelle dieser Glei- 
chungen erhält man dann 



[i — -j— A = A..V + AL^w, 

^.. A' , A- 



Ä'-Aa 



Wenn diese Gleichungen umkehrbar wären, so könnte man für 
gegebene Werte von A, n, v hieraus v und w eindeutig änden und 
hranchte diese Werte nur in 

A = A^^u + -^lä'' + A^i^ 
einzusetzen, um auch u eindeutig zu ermitteln. Wenn mithin die 
ursprünglichen Gleichungen nicht umkehrbar sind, so dürfen, wenn 
^11 ^ die Gleichungen, die nach Elimination von u sich ergeben, 
auch nicht umkehrbar sein. Wäre .<4„ = 0, aber A^i von Null ver- 
echieden, ao könnte man M eliminieren, indem man die zweite Glei- 
chung mit A^JAj^ multipliziert von der dritten abzöge. Dann er- 
hielte man wieder zwei Gleichungen in v und w, dis nicht umkehrbar 
sein könnten. Wären .4i, und A^^ gleich Null, aber A^, von Null 
verschieden, so brauchte man u nicht zu eliminieren, sondern man 
hätte schon zwei Gleichungen in v und w, die nicht umkehrbar sein 
könnten, wenn alle drei Gleichungen es nicht sind. Wenn endlich 
alle drei Größen Aj^^iA^^jA^^ gleich Null wären, so könnte man statt m 
eine der andern beiden Größen eliminieren. 

Es ist also keine wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit, 
Vfenn wir A^j^ als von NuU verschieden voraussetzen. 

Die Gleichungen für v und w 

f* — ","- A = A^2^ + -^saW-'i 

V - ^"- >. = A,,v + A'^^ti: 

würden nun weiter durch Elimination von v oder w behandelt werden, 
es sei denn, daß alle Größen A\^ = A\g = A'^^ = wären. In diesem 
Falle brauchte mau nur m — ■ zu setzen und konnte v und tv be- 
liebige Werte geben, um i = fi = v = zu erhalten. Wenn andrer- 
seits z. B. J.'jj von NuU verschieden wäre, so würde man v eliminieren 
können. Die übrig bleibende Gleichung dürfte nun in w nicht um- 
kehrbar sein, d. h. sie dürfte w nicht mehr enthalten. Denn, wenn w 
sich für beliebige Werte von A, ii, v daraus berechnen ließe, so würde 
man aus der Gleichung 

V — -z- A = A'^^v -f A'^w 
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auch V und ans der Gleichung 

X = A^^u + Äi^v + ^ijM) 

auch u eindeutig ermitteln, was der Yoranssetzung widerspricht. Fallt 
aber tv aus der Endgleichnng heraus, so kann man die Gleichung 
durch A — jt — V = erfüllen und dabei m; einen beliebigen Wert bei- 
legen und diesem Werte von w kann man einen Wert von « zuweisen, 
so daß die Gleichung 

für A = V = erfüllt ist, und mit diesem Wert von v kann man aus 
X = ^11« + Aj^v + -4,5«' 

auch noch u so bestimmen, daß A = bleibt. 

Ale Resultat ergibt sich also dieses: Wenn die Gleichungen- 

A = A^jU + A,^v + AjgW, 
[1= Aj^u + A^^v + A^gW, 
V = A^^u + A,^v + A^^w 

nicht umkehrbar sind, so kann man sie für J =- fi = v = erfSUen, 
ohne u, v, w sämtlich gleich Null zu setzen. Und zwar sind zwei 
Fälle möglich: entweder bleibt nur eine von den Größen willkürlich, 
während die Yert^ltnisse w.v.w bestimmt sind, oder es bleiben zwei 
von ihnen willkürlich, während die dritte als lineare homogene 
Punktion der andern beiden ausgedrückt werden kann. Im ersten 
Fall gibt ea nur einen Punkt für den A — |[i = v = wird, im zweiten 
Fall geschieht dies für alle Punkte einer gewissen geraden Linie. 

Wenn man im ersten Falle für einen beliebigen Punkt «fi,«i,M'i 
die zugehörigen Linienkoordinaten JL^, r'it ^i seiner Polare berechnet 
und nun ein beliebiges Vielfaches der Koordinaten w^, v^, w^ jenes Punktes, 
für den X,(i,v verschwinden, zu«j, r^, w^ hinzufügt, so wird die Polare 
der Punkte 

Mj + mug, v^ 4- friVg, w^ -\- mw^ 

mit der Polaren des Punktes M,, v^, w^ zusammenfallen. Denn die 
zugehörigen Werte von k,ti,v bleiben gleich X^,ii^,Vy D, h. alle 
Punkte einer Geraden, die durch den Punkt u^, v^, w^ Muft, haben die- 
selbe Polare. Alle Polaren laufen durch den Punkt w<,, "oi ^o- Denn 
es ist nach dem früheren 

^i"o+ f*i''o+ *'i«''o= ^o"i + H'"i + n^n 
wenn unter Ap, /Iq, v^ die Werte verstanden werden, die die Ausdrücke 
für A, (t, V annehmen, wenn man in ihnen m^, i!„, w,^ für m, v, w einsetzt. 



oyGoot^Ie 



% 43. Die Gleichung zweiten Grades in homogeneQ Koordinaten. 189 

Da nun Ag, (i^, v^ rerschwinden, so befriedigen die Koordinaten Ug,V(„WQ 
die Gleichung 

i,M + lL^v -h Vi«! — 0, 

d. i. die Oleichuiig der Polaren eines beliebigen Punktes Ui,v^,tc,. 

Der Punkt m^, v^, Wf^ liegt selbst auf dem Gebilde. Denn die 
Gleichung des Gebildes läßt sich schreiben: 
Am + ft« + VW = 

und ist daher erfüllt, wenn k, fi, v verschwinden. 

Gäbe es außer dem Punkte «„, v^, w^ noch einen zweiten von ihm 
verschiedenen Punkt m^', v^, w^, für den ebenfalls X, ji, v versehwinden, 
so müßten sie auch für alle Punkte 

«Wo + /3mo'> «''o + ß'^ü' «"'o + ß^ö 
der Verbindung^eraden verschwinden. Dann läge der zweite Fall 
vor. Dann fallen die Polaren aller Punkte mit dieser Geraden zu- 
sammen. Denn die Gleichung der Polare eines beliebigen Punktes 
«j, f^, w^ 

wird sowohl durch u^v^w^ wie durch u^v^w^ befriedigt, wie man so- 
gleich erkennt, wenn man die Unke Seite in der Form 

Xu-^+ (iJ'i + viv^ 

schreibt. Jeder Punkt der Geraden muß dem Gebilde angehören, 
denn er liegt auf seiner eigenen Polare. Außerhalb der Geraden kann 
es keinen weiteren Punkt des Gebildes geben. Denn jeder Punkt 
u, V, w, der dem Gebilde angehört, befriedigt die Gleichung 

d. h. er liegt auf seiner eigenen Polaren. Da diese aber mit jener 
Geraden zusammenfällt, so kann er nicht außerhalb der Geraden liegen. 
Diese Verhältnisse treten in noch klareres Liebt, wenn man eine 
geeignete Eoordinatentransformation macht Im ersten Falle, wo es 
nur einen Punkt gibt, durch den die Polaren aller Punkte hindurch- 
gehen, wähle man das Koordinatendreieck so, daß dieaer Punkt zum 
Eckpunkt i*,, = v,, = {w^ beliebig) wird. Die Gleichung der Polare 
eines beliebigen Punktes «i,«!, w^ ist 

X^u + ti.^v^v^w = Q. 

Soll diese Gleichung für h = t; = und beliebiges w erßillt sein, so 
muß v^^ verschwinden. Da aber Mu^uWi beliebig sind, so kann das 
nur geschehen, wenn in dem Ausdruck von v durch m, v, iv alle drei 
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Koeffizienten TerBchwinden, d. h., wenn w in der Gleichung dea Ge- 
bildes gar nicht vorkommt. 

Die Gleichung muß dann die Foim aonebmen: 

Für alle Polaren ist v^O, d. h. sie gehen alle durch den Punkt 
M — 1; = 0. Die Gleichung der Polare eines beliebigen Punktes w,, v^, w^ 
hat die Form 

Ai« -I- f^,c = 0, 

wo 

Jli,^i können dabei beliebige Werte annehmen. Denn, wenn diese 
Gleichungen nicht nach «,, «, auflösbar wären, so müßte man Werte 
M,,rj finden können, die nicht beide Terechwindeu, für die X^ und (i^ 
Null wären, d. h., es gäbe noch einen zweiten Punkt für den X, {i, v 
Terschwinden. Das würde uns aber auf den zweiten Fall führen. 

Im zweiten Fall, wo die Polaren alier Punkte mit einer gewissen 
geraden Linie znBammenfallen, wähle man das Koordinatendreieck so, . 
daß diese gerade Linie mit einer Dreieckseite zusammenfällt. Auf 
der DreieckBeite sei m = 0, während v und w beliebige Werte haben 
können. Nun muß die Polare jedes beliebigen Pimktes Mi,«i,«'i mit 
dieser Geraden zuaammeufaUen, d. h, die Gleichung 

i^u+a^v + v^w^O 

müßte für m — und beliebige Werte von v und w erfttllt sein. 
Daraus folgt, daß ftj und v, für beliebige Werte von Wi,tJj,Wj ver- 
schwinden müHsen. Das ist nur möglich, wenn Stjj, %^, Stgj, Sljj, SIjj 
verschwinden, d. h. wenn v und w in der Gleichung nicht vorkommen 
und sie sich demnach auf 

%^y= 

reduziert. 

In dem ersten Fall ist das geometrische Gebilde, das durch die 
Gleichung 

dargestellt wird, entweder der isolierte Punkt w = « = 0, wenn näm- 
lich die linke Seite nicht Werte beider Vorzeichen annehmen kann, 
oder es besteht aus den beiden geraden Linien 

(SjM — «1^ = und ^jM-«,f = 0, 

wo die Verhältnisse ß^ : a^ und ß^'-cc^ die beiden Wurzeln der Glei- 
chung zweiten Grades 
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sind. Dabei kann entweder « einen beliebigen Wert bekommen und 
ß aus der Gleichung berechnet werden, oder es kann ß einen be- 
liebigen Wert bekommen und a aus der Gleichung berechnet werden. 
Will man das Gebilde in Linienkoordinaten darstellen, so hat 
man zu beachten, daß v = ist, und daß X und (i aus den Gleichungen 

(I = SljiM + %^V 

gefanden werden. 

Hier kann man nun, wie oben gezeigt wurde, m und v durch 
l und fi ausdrücken, wenn nicht der zweite Fall vorliegt, wo die 
Gleichung dea Gebildes sich auf StjjU^ reduzieren MBt. Es ergäbe sich: 

Diese Ausdrücke für u und v setze man in die Gleichung des 
Gebildes ein, die sich in der Form schreiben läßt: 

Am -f- ;*ti =" 0. 
Dann ei^ibt sich 

a,ii.^+asiii^ +20,^1(1 = 0. 

Wenn die linke Seite Werte beider Vorzeichen annehmen kann, 
so liefert die Gleichung zwei mögliche Verhältnisse von ^ '. fi, die der 
Gleichung genügen. Mit v = zusammen werden dadurch die Linien- 
koordinaten der beiden Geraden dargestellt aus denen das Gebilde 
besteht. 

Im zweiten Fall, wo sich die Gleichung auf 

reduziert, sind (i imd v gleich Null und 



Hier kann man von einem bestimmten Polare eines Punktes des Gebildes 
überhaupt nicht mehr reden. Das Gebilde besteht aus der doppelt 
zu rechnenden Geraden m = 0. Jede andere Gerade schneidet sie in 
einem doppelt zu rechnenden Punkt. Verbindet man einen beliebigen 
außerhalb der Doppe^eraden gelegenen Punkt mit einem Punkt der 
Doppelgeraden, so kann man sagen, sie liegen harmonisch zu den 
Schnittpunkten ihrer Verbindungslinie mit der Doppelgeraden. Denn 
diese Schnittpunkte fallen mit dem einen der beiden.Punkte zusammen. 
Die Polare eines außerhalb der Doppelgeraden gelegenen Punktes hat 
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demnach wohl einen Sinn, sie fällt mit der Doppelgeraden zusammen. 
Aber die Polare jedes Punktes der Doppelgeraden wird unbestimmt. 
Die analogen Betrachtungen lassen sich in bezug auf ein in 
Linienkoordinaten gegebenes Gebilde 

(1) «11^*+ öajji^ + «83»'^+ 2a.jj;i.t' + 2afivX + 2aijJ.ft — 
durchführen. Wenn die Gleichungen 

(2) V = a„A + a^}i + OjjV, 

umkehrbar sind, so sind die Geraden, deren Linienkoordinaten k, (i, v 
der Gleichung (1) genQgen, die Tangenten einer Ellipse, Hyperbel 
oder Parabel, deren Gleichung in Punktkoordinaten man erhält, indem 
man i., (i, v durch u, v, w ausdrückt und in 

einsetzt. Wenn die Gleichungen (2) aber nicht umkehrbar sind, dann 
gibt es Werte A, ft, v, die nicht sämtlich Null sind, für die w, u, w 
verschwinden. D, h. es gibt mindestens eine Gerade, deren Pol in 
bezug auf das Gebilde unbestimmt ist. Wir haben nun wieder zwei 
Fälle zu unterscheiden. Entweder es gibt nur eine solche Gerade, 
oder es gibt ein ganzes Strahlenbüschel. Denn, wenn für zwei Ge- 
raden i|,(i^,i', und Aj, ftä,Vj die zugehörigen Werte «i,«,,m'i und 
«a, fg, w^ verschwinden, dann verschwinden sie auch fiir die Geraden 
«Ai+(SA„ ß(*i+/J(*„ av^-\-ßv^, 

d. h. für alle Geraden des Büschels zu dem jene beiden Geraden ge- 
hören. 

Im ersten Fall wählen wir das Eoordinatendreieck so, daß eine 
Seite durch jene Gerade gebildet wird, deren Pol unbestimmt wird. 
Sei für die Gerade i = und fi = 0, während v willkürlich bleibt. 
Die Gleichung in hezng auf das neue Koordinatendreieck laute: 
o„A*+ ai,s(t'+ 03,1-'+ 2ass^v -f 2o.^^vK + 2a,äA(i. = 0. 

Dann müssen a^i, üj^, a^ gleich Null sein, damit für A -= ;» — imd 
beliebiges v die zugehörigen Werte von m, v, w verschwinden. 
Die Gleichung reduziert sich also auf 

Oi^A'-f- flasft'+ 2a,gA^ = 0. 
Für den Pol jeder Geraden A, /i, v muß w = sein, während 

(3) «-«„*+<■,.(•, 
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d. h., die Pole liegen alle auf der Geraden, deren Gleichung in Punkt- 
koordinaten w = ist, deren Linienkoordinaten A, (i, v also sich wie 
0:0:1 verhalten. Das ist die Gerade, deren Pol unbestimmt ist. 
Die Gleichungen (3) mUssen umkehrbar sein, eonat könnten wir Werte 
A, /i finden, die nicht beide Null waren, för die u und v verschwinden, 
und dann würde nicht der erste, sondern der zweite Fall vorliegen, 
was gegen die Voraussetzung ist 
Die Gleichung 

a„/^-f aj,ft'+ 2ai,Aft'- 

ist eine quadratische Gleichung fär das Verhältnis X : (i. Wenn sie 
durch reelle Werte lösbar ist, so kann ihr Inhalt demnach in zwei 
Gleichungen 

j3i;i — a,fi"0 und /J^i — a,ft = 

ausgedrückt werden, wo die Verhältnisse a, : ß^ und a^ : ^, die qua- 
dratische Gleichung befriedigen. Diese beiden Gleichungen stellen 
zwei Punkte dar mit den Pmjrtkoordinaten ft,— «1,0 und /5j,— «,,0. 
Die Gesamtheit der Geraden, die durch diese beiden Punkte gehen, 
machen das Gebilde 

Hierin haben wir das Analogon der beiden Geraden zu sehen. 
Ebenso wie die Gesamtheit der Punkte eines Kegelschnittes in die 
Punkte zweier geraden Linien entarten kann, so kann die Gesamtheit 
der Tangenten in die Strahlen zweier Strahlenbüschel entarten. Die 
beiden geraden Linien kann man durch eine Gleichung zweiten Grades 
ausdrücken, der die Punktkoordinaten aller ihrer Punkte genügen 
müssen. Ebenso können wir 
•die beiden Strahlenbüschel 
durch eine Gleichung zweiten 
Grades ausdrücken, der die 
Linienkoordinaten aller ihrer 
Geraden genügen müssen. 
Um sich ein Bild davon zu 
machen, wie die Tangenten 
eines Kegelschnittes in zwei 
Strahlenbüschel Obergehen, 
denke man sieh eine Ellipse, 

deren kleine Achse sehr klein im Verhältnis zur großen Achse ist 
oder auch eine Hyperbel, deren Asymptoten einen sehr spitzen Winkel 
miteinander büden. Jede Tangente läuft dann sehr nahe durch einen 
der beiden Scheitelpunkte hindurch und jede durch einen der Scheitel- 
punkte laufende Gerade ist sehr wenig von einer Tangente verschieden. 
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Hält man die Scheitelpunkte fest und läßt nim die kleinö Achse ver- 
Bchwinden, oder im Fall der Hyperbel die Asymptoten zusammen- 
fallen, so gehen die Tangenten in die Strahlen zweier Strahlen- 
hüschel über. 

Im zweiten Fall, wo ein ganzes Büschel von Geraden existiert, 
deren Pole unbestimmt werden, machen wir das Zentrum des Büschel 
zum Eckpunkt des Eoordinatendreiecks. Sei in ihm A — 0, ^ und v 
beliebig, so müssen nun ^ und v ans der Gleichung ganz heraus- 
fallen. Denn m, v, w müssen jetzt verschwinden, sobald nur A = 
gesetzt wird, während n und v willkürlich bleiben. Damit reduziert 
sich die Gleichung auf 

Geometrisch bedeutet das die Gesamtheit der Geraden des Strahlen- 
büsehels A = 0, fi und v beliebig, wobei wir das Strahlenbüsehel 
doppelt rechnen werden, indem wir es uns aus zwei zusammenfallen- 
den Strahlenbüacheln gebüdet denken. Alle Pole fallen hier in einem 
Punkt zusammen. Um uns ein Bild davon zu machen, wie die Tan- 
genten eines Kegelschnitts in ein doppelt zu rechnendes Strahlen- 
büsehel übergehen, denken wir uns eine Ellipse, deren Achsen sich 
beide zu Null zusammenziehen, oder eine Hyperbel, deren Asymptoten 
mehr und mehr zusammenracken, während zugleich die Scheitelpunkte 
zusammenrü cken. 

§ 44. Imaginäre Punkte. 

Bisher haben wir nur reelle Werte der Koordinaten betrachtet 
und nur von reellen Punkten und reellen Geraden im Endlichen oder 
im Unendlichen gesprochen. Mit homogenen Koordinaten konnten 
wir einen unendlich fernen Punkt gerade so wie einen im Endlichen 
liegenden durch die Proportion u'v:tc seiner Punktkoordinaten 
ausdrücken, und ebenso konnten wir ihn wie jeden im Endlichen 
liegenden durch eine Gleichung in Linienkoordinaten ausdrücken, der 
die Linienkoordinaten aller der Geraden genügen, die sich in ihm 
schneiden. Analog konnten wir auch die unendlich ferne Gerade einer 
Ebene durch die Proportion X: ^:v ihrer Linienkoordinaten wie jede 
andere Gerade ausdrücken, oder auch wie jede andere Gerade durch 
eine Gleichung in Punktkoordinaten, der die Punktkoordinaten aller 
imendlich fernen Punkte der Ebene genügen. Das ist einer der Vor- 
teile der Dreieckskoordinaten , daß die unendlich fernen Elemente 
analytisch ebenso behandelt werden, wie die endlichen. Der Gebrauch 
von dem unendlich fernen Punkt einer Geraden und von der unend- 
lich fernen Geraden einer Ebene zu sprechen, findet dadurch eine 
neue Begründung und Rechtfertigung. 
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Wir wollen nim die geometriache Redeweise auch auf imagli^re 
Werte der Punkt- oder Ltnienkoordinaten aasdehnen. Von einer Pro- 
portion u:v:w wollen wir sagen, daß sie einen Punkt definiert, auch 
wenn die Verhältnisse imaginäre Werte haben. Der Punkt heißt 
dann nicht reell, sondern imaginär. Ebenso s^on wir, daß die Pro- 
portion der Linienkoordinaten l : (iiv eine Gerade definiert, auch 
wenn die Verhältnisse imaginär sind. Die Gerade heißt dann eine 
i^ls^5inäre Gerade. Wir sagen, ein Punkt (w, v, w) liegt auf einer 
Geraden (A, ft, v) oder die Gerade geht durch den Pankt, wenn der 
Ausdruck 

kii -ir fiv + VW 

verschwindet, gleichgültig, ob A, ^, v, u,v, w reelle oder imi^inäre 
Werte haben. Die Gleichung 

lu + tiv + vw^a 

stellt, wenn A, n, v gegeben sind und m, v, w veränderlich bleiben, 
die Bedingung dar, der die Punkte u, v, tv genügen müssen, um auf 
der Geraden A, (i, v zu liegen. Wir nennen sie daher die Gleichung 
der Geraden in Punktkoordinaten. Sind dagegen u, v, w gegeben 
und A, n, V veränderlich, so ist die Gleichung die Bedingung dafür, 
daß die Geraden A, n, v durch den Punkt M, v, w gehen. Wir nennen 
sie daher die Gleichung des Punktes in Linienkoordiuaten. Jede 
imaginäre Gerade hat einen reellen Punkt, Ist nämlich 

Xu +(>.v + vw^<i 
die Gleichung der Geraden, wo 

A = «i + ßs*, (i — ßj + ß^i, v^yi + yjj, 
so kSnnen wir dafär schreiben 

(8,» + /J,« + y,«)) + (<.,« + ft<. + ,,»>'-0. 

Der Schnittpunkt der beiden reellen Geraden 
«1« -\- ß^v -\- y^w = 0, 
ßjM + ß^v + y^w = 

befriedigt auch die Gleichung der komplexen Geraden. Diese beiden 
Geraden können nicht zusammenfallen. Denn wäre das der Fall, so 
müßten die Linienkoordinaten Cj, ßi,yi den Linienkoordinaten «,, ß^, y^ 
proportional sein, und man könnte einen Wert m angeben, so daß 

«j =■ m«a, ßi = niß^, yi = my^. 
Dann wäre aber 

X = {m+i)a„ tt^{m + i)ß,, v^(m+i)y,. 
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Die Verhältnisee J. : ft : v wären also reell, was g^en die Vor- 
ausBetzong ist, da wir eine imaginäre Gerade yoraoagesetzt haben. 
Die Gerade hat nur diesen einen reellen Punkt. Denn jeder reelle 
Punkt müßte sowohl den reellen wie den im^imiren Teil der Glei- 
chung der Geraden zum Verschwinden bringen, wenn er ihr genügen 
soll, d. h. er müSte gleichzeitig auf den beiden reellen Geraden 

KjM + fti? + j-^w; = 0, a,u + ß^v + r^w = 
liegen. 

Genau so kann man zeigen, daß darch jeden imaginären Punkt 
eine und nur eine reelle Gerade geht. 

Zwei nicht zusammenfallende Gerade echneiden sich immer in 
einem und nur in einem Punkt, und zwei nicht zusammenfallende 
Punkte haben immer eine und nur eine Gerade, die durch beide hin- 
durchläuft. 

Sind die Gleichungen der beiden Geraden 
AjM -f n^v -f- i/jW = 0, 
AjM + [i^v + v^w = 0, 

so sind die Punktkoordinaten ihres Schnittpimktes durch die Pro- 
portion g^eben 

u : V : w = (ii^Vj — Vj_(ii) : (v^li — i-iv^) : (i-ili^— (t^lj). 

Diese drei Ausdrücke können nicht alle drei Mull sein. Denn, 
wenn sie es wären, so könnten wir irgend eine der drei Größen 
ili,fii,i'j von Null verschieden voraussetzen (sonst hätten wir überhaupt 
keine Gerade 1), z. B. Aj ^ 0. Dann wäre 

"i ^s = ■*! "s oder »j — y- ■ Vj , 

A^fta = fijAs oder (ij= * ■ jt^, 
mitbin 

Jeder Punkt w, v, w, der die Gleichung der Geraden 1 erfüllt, 
müßte daher auch die Gleichung der Geraden 2 erfüllen, d. h. sie 
müßten zusammenfallen, was wider die Voraussetzung ist. 

Genau so ergibt sich, daß es für zwei nicht zusammenfallende 
Punkte eine und nur eine Gerade gibt, die durch beide hindurchgeht. 

Unendlich ferne imaginäre Punkte sind solche, deren Punkt- 
koordinaten imi^inäre Verhältnisse haben und zugleich die Gleichung 
der unendlich fernen Geraden befriedigen. 

Es sei das Koordinatendreieck ao angenommen, daß eine Dreiecks- 
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Seite in der nnendlich fernen Geraden liegt und die anderen beiden 
Seiten aufeinander senkrecht stehen. Sind x, y die rechtwinkligen 
Koordinaten in bezug auf diese beiden Reiten, so sind die Dreiecks- 
koordinaten m, v, w eines Punktes gegeben durch die Proportion 

m:u:w = «:!/: 1. 

Die Gleiehnng der nnendlich fernen Geraden ist 

w-Q. 
Die Gleichung eines Kreises nimmt in diesem System die Form an 
«'+"*+ 2auw + 2bvw -f cw* = 0, 

wo — a, 0, 1 und 0, — 6, 1 die Koordinaten des Mittelpunktes sind 
und das Quadrat des Radius gleich a* + fc* — c ist. 

Die Schnittpunkte des Kreises mit der nnendlich fernen Geraden 
erhält man, wenn man in der Gleichung w = setzt. Das gibt 

.«*+«'= 0, d. i, M : « = i : 1 oder i : 1. Die Schnittpunkte haben 

also die Punktkoordinaten 

i, 1,0 und -i, 1,0. 

Diese beiden unendlich fernen im^inären Punkte sind von der 
Lage des Kreismittelpunktes und der Größe des Radius ganz unab- 
hängig. Sie sind daher allen Kreisen der Ebene gemeinsam und heißen 
die unendlich fernen imaginären Kreispunkte. 

Die Gleichung eines beliebigen Kegelschnitts hat die Form 

011«* + <'3s^*+ %W+ 20^,1!«! 4- 2a^^wu + SajgUv = 0. 

Die Schnittpunkte mit der nnendlich fernen Geraden erhält man durch 

NuUsetzen Ton to. Das gibt 

«11 M* + '%''* + 2<XjgMu = und w = 0. 
Das gibt zwei Punkte 

— «jj + y<^ii — <^ii '^aa? %ii ^ ^'^^ ~ '^la — V^ii — ''ii'^asi "lu *^- 
Fallen diese Punkte in die unendlich fernen imaginären Kreia- 
punkte, so muß der Kegelschnitt ein Kreis sein. In der Tat, wenn 



— Ojj + Va^i — «n «jj : Ojj =^ i : 1 
and 

— ajj — Yaj\ — a,iasj : «n = — i : 1 
oder 



) ergibt sich durch Addition 
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nnd durch Subtraktion 



mithin durch Quadrieren 

— 4o,^ajg = — 4(i,*j 
oder 



Die Gleichung des Xegelschnitts hat mithin in rechtwinkligen 
Koordinaten die Form 

a,ih^+ y*) + 2o,b1/ + 2a^^x + <%- 0. 

Dabei ist Oj^ von Null verschieden; denn sonst hätten wir es 
gar nicht mit der Gleichung eines Kegelschnitts, sondern mit der 
einer Geraden zu tun, was wider die Voraussetzung ist. 

Wir können die Gleichung daher auch nach Division durch a^^ 
in der Form schreiben 



(''+T: +(»+l 



i'i + «i'. — °ii «ai 



Das ist die Gleich nng eines Kreises, dessen Mittelpunkt die 
Koordinaten — — , — "" hat, und dessen Radius, ins Quadrat er- 
hoben, den Wert 



gibt. Wenn dieser Ausdruck negativ ist, so würden wir sagen, daß 
die Gleichung einen imaginären Kreis darstellt. Sie wäre dann durch 
keine reellen Werte von x und y zu beiWedigen. Ist der Ausdruck 
Null, 80 haben wir es mit einem Kreis vom Badius Null zu tun, der 
nur einen reellen Punkt, seinen Mittelpunkt, besitzt. 

Ein Kreis kann danach als ein Kegelschnitt definiert werden, der 
durch die beiden imaginären Kreispunkte geht. Diese Auffassung ist 
in vieler Beziehung nützlieh. Sie zeigt z. B, die Analogie zwischen 
einem Büschel von Kegelschnitten, die vier Punkte gemeinsam haben, 
und einem Kreisbüschel. Wenn auch die Kreise sich nur in zwei 
reellen Punkten schneiden, so haben sie eben außerdem noch die 
imaginären Kreispunkte gemein. 

Durch diesen Begriff imagiimrer Elemente gewinnen die geometri- 
echen Lehrsätze an Zusararaeuhang und Symmetrie. Aber die weitere 
Ausführung würde über den Rahmen des vorliegenden Buches hinaus- 
führen. 



oyGoot^Ie 



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig nnd Berlin. 

Battter, Dr. E., Untersuchungen über Tangentialkegel und die- 
Kurven zweiten Grades. Mit ü autograph. Figurentat'eln. [IV u. 44 S.}, 
4. 1871. geh. a. A 2.— 

Die Scbiift tiebaiidfll folgendea Pioblem: Gegeben eis« Kugel vom Radlni a, deren 

und Entfernung TOm Engelmlttelpunkte gegeben elsd, wird ein Tengentlelkegel an die Kugel ge- 
legt; et loll 1. dei Segelicbuitl, iu dem der Titagentulkegel die Hotiionltlebene eclmeldel. 



Glebsoll, Dr. Alfred, -weil. Professor an der Universität Göttingen, Vor- 
lesungen über Geometrie. Mit besonderer Benutzung der Vor- 
träge von Alfred Clebseh bearbeitet und herausgegeben von Geh. 
Hofrat Dr. Ferdinand Lindemann, Professor an der Universität 
München. In 2 Bänden. I, Band: Geometrie der Ebene. 2. ver- 
mehrte Auflage. I. Teil: Kegelschnitte und algebraische Formen. 
Erste Lieferung. [480 S.] gr. 8. 1906. geh. n.^ 16. — . Zweit» 

Lieferung. [Dnter dar Prei.a.] 

Bftld nioh dem erfolgten EinBchelden ven GlBbaob entaund UDlei »liieB gchtUsm 
der Qaduike, letDe Vorletongen über Geometrie, irelche tflr dm Studium der WiHen>eh*n ron 

XDbl ut Se kueiCblieaiicll geomMr<i<^ben, >li eucli auf eiuielna ' Abscbnitle suderer Tor- 



heitUehen Gedui 
aeltlg befcuDhleni 



gen die Kegel- 



n. Band; Geometrie des Raumes, L Teil; Die 

Flachen erster und zweiter Ordnung oder Klasse und der lineare 
Komplex. Mit vielen Figuren im Teit. [VIII u. 650 S.J gr. 8. 

1891. geh. [Teil n ereobolut im Sommer 1908] ö. A 12. — 
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EsGlieTich, Hofrat Dr. QnstaT von, Professor an der Universität Wien, 
Einleitung in die analytische Geometrie des Raumes. 
[Vm u. 282 S.] gr. 8. 1881. geh. n, jK ö . 20. 
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Verlag von B, 6. Teübner in Leipzig und Berlin. 

Fiedler, Dr. WtUielm, vormals Professor am Polytechnikum zu Zürich, 
die darBtellende Geometrie in organischer Verbindung mit der Geo- 
metrie der Lage. Für Vorlesungen und zum Selbststadium. 3 Teile. 
gr. 8. geh. n. JK 40 . 30, geb. o. .Ä 43 . — 

III. Teil: A, u. d. T.: Die kone truieiende und analytische 
Geometrie der Lage. 3. Aufl^e. Mit zahlreichen Fignren 
im Teit und 1 lithogr. Tafel. [XXX u. 660 S.J 1888. geh. 
n. JL 16.—, in Leinwand geh. . n. JL 17.40. 

Sie D«ae Id», welche der Veif. in Bsinem, luuat 1S70 enohluieneii Bnohe der Ent- 
wicklnna der dMileUendaii Oeometrlo zugiuode gslegl h«l, die Idee von dar Einheit ond Zn- 

Aafmarkiftmkelt and Anerketmuug erweckt. Die dritte Aaflage, die den bleiierigea Stoff ^ weHDt- 
dlfl guue Ton Verf. erEtrebte Reforoi der d&rgt«IloTiden OeoDietrie ftji Folfie eclae« fimdft- 



Darch ein geniuee Bogiator, dnnäi eine Oboreiclil und BeHClinibang der Figur™ und 
TiCeln und sin slptisbetiicliei SscIiregitCer iil der bequem« Oebmach d» Bnahei gefordert; 
Quellen- und Literemmsehweite mit Uleruiiotiea Entwlokliugen alod vle frulier, aber gleich- 

Port, 0., und Königl. Säcbs. Geheimrat a. D. Dr. 0. Sohlömiloli, weiland 

Professoren au der Technischen Hochschule zu Dresden, Lehrbuch 

der analytischen Geometrie. 3 Teile. Mit Holzschnitten im 

Teit. gr. 8. geh. n. JL 9. — , in Leinwand geb. n. JL 10.60. 

Einzeln: 

I. Teil. Analytiaohe Geometrie der Ebene Ton U. Fort, weiland 

ProfeBBOr an der Technischen Hoclitclinle zu Dresden. 7. Aufl. 

von Dr. E. Heger in Dresden. Hit in den Test gedruckten 

Holzschnitten. [SVII u. 268 3.] 1904. geh. n. JL 4.—, in 

Leinwand geb. n, JL 4.80. 

n. — Analytische Geometrie de» Raumes von Dr. 0. Schlö- 

milch, KCnigl. Sächsischem Geheimrat a, D. 6. Auflage von 

Dr. R. Heger in Dresden, Mit Holzschnitten im Text, [vlll«, 

338 S.] 1898, geh, n, JL 6,—, in Leinwand geb. n. JL 6,80. 

Ukb Bncb ist biupleichlioh Rlr die Bludierenden dar Teebniioban HachBchulen beitimmt 
und gibt deibslb nur dna Notwendige, dieaee iber tn mägllchtler yoUsliJidigkell, Aue dem- 

gehOrigen Kouitruttlonon und der PsnUeUinm. lwi.ohBn der »n»ljli.nbeu Geometrts dea 
Bi>umee und der deikriplivea Oeometris loil benondeier Anfmerkaaisketl bebwidelt, endlieh (soh 
die AxonometHe und die Perspektive (niklytlich dugeiteUt, 

Clanter, Dr. E., Professor an der Kantonschule zu Aarau, und Dr. F. Eudio, 

Professor am Polytechnikum zu Zürich, die Elemente der ana- 
lytischen Geometrie. Zum Gebrauch au höheren Lehranstalten so- 
wie zum Selbststudium. Mit zahlr. Übungsbeispieleu. In 2 Teilen, gr.8. 
I, Teil. Ganter und Rudio, die analytische Geometrie der 
Ebene, 6, verbesserte Auflage. Mit 63 Figuren Im Text, 
ryni u. igo S,] lOOe, in Leinwand geb. n. JL 8.— 

H. Teil. Budio, die an&lytische Geometrie dea Baumes. Mit 
12 Figuren im Text. 3. verbesserte Auflage, [X u. 166 S.] 
1901. In Leinwand geb. n, JL 3.— 

halb dleter Orenien aber eine möglicbat graBe YolliUindlgkell, Terbunden mit einer streng 
Klaaaen büberei liehninBtBlten (G;uint>len, Itea]g;mni»len ubw.J, iet >ber sach lo gehalten. 
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Verlag von B. 6. Teut)ner in Leipzig und Berlin. 

Graefe, Dr. Priedrioh, Professor an der Techniaclieii Hochschule za Darm- 
stadt, Vorlesungen öher die Theorie der Quaternionen 
mit Anwendung auf die allgemeine Theorie der Flächen und der 
Linien doppelter Krümmung. [IV u. 164 8. mit Figui-en im Teit.] 
gr. 8. 1883. geh. n. JL 3.60. 

Dbi Buch gibt iD knner und Ubsnlohtliah« DuileUuug dla Theori« dar Quatendoaen 
Flkchen. iowle In d«[ Mschsnik. 

——^ Aufgaben und Lehrsätze aus der analytischen Geo- 
metrie des Punktes, der geraden Linie, des Kreises und 
der Kegelschnitte. Für Studierende an Universitäten und Tech- 
nischen Hochschulen bearbeitet. [IV u. 136 S.] 'gr. 8. 1885. geh. 
n. JL 2.40, in Leinwand geb. n. ,jK 3.20. 

Differential- und Intagralteohnuig Hiebt Tot»aB. Der VerfaHaer bäglaiit Jeden Abiohmtt mit den 
einfachsten BapetitiODBf^Bgen und geht dann dnroh relDhliahe ZkhlenbelAplele fllr Entwiek- 
langea, die beim Voftimg gegeban worden, zn aubwieTigeren Übungen UbeTi «erobe Qber den 

' Auflösungen und Beweise der „Aufgaben und Lehr- 

sätze aus der analytischen Geometrie des Punktes, der 
geraden Linie, des Kreises und der Kegelschnitte". Für 
Studierende an Universitäten und Technischen Hochschulen. [IV u. 
259 S.] gr. 8. 1886. geh. n. JL 4.80, in Leinwand geb. -a. JL 5.60. 

Aufgaben und Lehrsätze aus der analytischen Geo- 
metrie des Raumes, insbesondere der Flachen zweiten Grades, Für 
Studierende au Universitäten und Technischen Hochschulen. [XIV 
u. 127 S.J gr. 8. 1888. geh. n. JL 3.—, in Leinwand geb. 

n. JL 3.80. 

Das Bacb i«t UinUob eingerichtet wie des Verfassen „A-nfgftbea nsw. ans der uulyClscbeii 



Auflösungen und Beweise der Aufgaben und Lehr- 
sätze aus der analytischen Geometrie des Raumes, ins- 
besondere der Flächen zweiten Grades. Für Studierende an Universi- 
täten und Technischen Hochschulen bearbeitet. [XVI u. 353 S.] 
gr. 8. 1890. geh. n. Jl. 8.—, in Leinwand geb. n. JL 9. — 

Gandelflnger, Geh. Hofrat Dr. Sigmand, vorm. Professor an der Tech- 
nischen Hochschule zu Darmstadt, Vorlesungen aus der analy- 
tischen Geometrie der Kegelschnitte, herausgegeben von Geh. 
Hofrat Dr. Friedrich Dingeldey, Professor ebendaselbst. Mit Fig. 
im Text und einem Anhange, enthaltend Aufgaben und weitere Aus- 
führungen. [VIlIu. 434S.] gr. 8. 1895. geh. n. .^12.— 

dei Kegelsohnltle uaoh eiaheitlicbei Methode, indem gämtilche Frobleme rermlttele der („Staudt. 
Fiedletsehen") pTOjektlilEChen Koordisaten beh&ndelt verden, so di.£ die Fnrmeln ttti PaiaUel- 
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Verlag von B. G. Tenbner in Leipzig nnd Berlin. 

Heffter, Dr. Lothar, Prof. an der Universität Kiel, und Dr. C. KoehlöF, 

Professor an der Universität Heidelberg, Lehrbuch der analy- 
tischen Geonietrie. In 2 Bänden. I. Band: Geometrie in den 
Grundgebilden 1. Stufe und in der Ebene. Mit 136 Figuren 
im Text. lXVIu.526S-] gr. 8, 1905. In Leinwand geb. n. ^ 14.— 

Obwohl diu« LshTbuch Täilis elsmentu eluteUl und aber qnjidraclKhe Qleichiugea 
nicht hininagoht, hoffl et den LeiBr dennoch in kurier Zelt »nf einen höheren wiHenBohmftlicbeil 

der uneigemlicheii Ebene Eun«chBt nai zur „urflueD" Geometrie und diese erat durch Auiialotmnng 

*n dem Oeumtbenich der geamelriichen Elgenichaften erwEitert. — Vuoh die Auaere Kluteilniig: 
Oeomelrle in den OebUdeu I. Stufe (PnnlitreUie , StishlbUschel, Ebenenbttachel) , II. Stufe 
(Ebene, BOndel). m. State (Bannil rechtfertigt sich padägagisch. indem sie jede Frage schnn In 
dem Gebilde roDgUcbat niederer Stufe lu erledigen gettattet nnd to m einer neturgetn&fien Ent- 
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Hesse, Dr. Otto, weiland Professor am Köaigl. Polytechnikum zu 
München, Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der 
geraden Linie, des Punktes und des Kreises in der Ebene. 
4, Auflage, revidiert und ergänzt von Gi-h, Hofrat Dr. S. Gundel- 
finger, Professor an der Technischen Hochschule ai Darmsladt. 
[VIII u. 251 S.] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n. jK 6 . — 



■m ScbluG dei Buchea beigefDgt, um den einheilUoheu Chuakter dea Gsinzsn nicht in tieeiU' 
lr»chligen. 

EochhellQ, Dr. Adolf, weiland Professor und Königl. Pro vinzial- Schulrat 
in Berlin, Aufgaben aus der analytischen Geometrie der 
Ebene. 3 Hefte, in je 2 Teilen, gr. 8. 

Einzeln : 
Heft I, Die gerade Linie, der Punkt, der Kreis. 3.. vennelirte 
Auflage, bearbeitet von Dr. Frz. Hochheim in Weißeufels. 1904. 
, AufgBben. [VI iL 89 S,] : 



B. Aunfiauugeu. [ISS 8.] In ] 


Lelnvtnd geh. a. Jt i.eö. 




Heft n. Die KegeUclknitte. 
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tater Linie den Zweck, . 


dem Studierende» der 
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Verlag von B, G. Teubner in Leipzig und Berlin. 

Hofmann, Fritz, die Eonstraktioneu doppelt berührender Kegel- 
schnitte mit imagiaären Bestimmnagastückeu, Eine Wan- 
derung durch die Theorie der Kegelschnitte in doppelter Beriihrang 
' an der Hand anschaulicher Methoden. Mit Figm-en im Test. [IV ii. 
109 S.] gr. 8. 1886. geb. n. J( 3.20. 

graudMam Wege JnUa Thaorla' der dappellen und lierpunktlgen Berdhnuig der Eegellclmitta 
etniuflUmn; dia rosdunanuaen und Intarexauiteu S»tze diejiei Theorie waTdeo voUatlindig mit- 
geteilt nnd kn ihnan die VetwondbBikall jener Malbodeu geieigt. 

Hnth, Dr. P., in Osthofen {Rheinhessen), Grundlagen für die geo- 
metrische Anwendung der Invariantentheorie. Mit einem Be- 
gleitwortevonM.Pascb. [VI u. 132 S.] gr.8. 1895. geh. n. JCS.— 

Die kleine Sobritt hat ee ilcb lur Aufguba gemacht, den Leger eut eine Reihe Ton Fragen, 

suwelKD und ihm duüber AnbchluB in gaben. Der Inhalt dei Bnrhet bereitet daher nicht 
>le eelbiCtodiger Stoff reifere Leeei in beaeh^rtlgen 

Salmon-Piedler, analytische Geometrie der Kegelschnitte. Mit 
besonderer Befücksichtigung der neueren Methoden. Nach George 
Salraon irei bearbeitet von Dr. Wilhelm Fiedler, Professor am 
Eidgenössischen Polytechnikum zu Zürich. 2 Teile, gr. 8. in Lein- 
wand geb. n. JC 19. — 
Einzeln: 
I. TeU. 7, Auflage, [XXXIV u. 444 S.] 1907. In Leinwand geb. 

n. M 10.— 

U. — G.Auflage. [XXIV u. S. 44.5—864.] 1903. geb. n. ^8.— , 

in Leinwand geb. n. JC 9. — 

Seit nunmehr fut 60 J&hren ist in »eilen malhematigch-wiiieniohattllchen Sretaen 



IneheioDdere tat dem ersten Teile glatt eluei Vorwarlei eine kuria DanlsUong dei Labane und 
ArbeltBgugu und der PersOnlichkail tan G. Salmon Tom Heriuagaber mitgegshen. 

analytische Geometrie des Baumes. Deutsch bearbeitet 

von Dr. Wilhelm Fiedler, Professor am Eidgenössischen Poly- 
technikum zu Zürich. 2 Teile, gr. 8. geh. n. .^ 24 . — , in Leinw. 
geb. n. JK 26.4a 

Einzeln: 
I. Teil: Die Elemente und die Theorie der Flächen zweiten 
Grades. 4., verbesserte Auflage. Mit Eolzecbnitten im Test. 
[XXXIV u. 448 S.] 189S. geh. n. JC 8.—, in Leinwand geb. 

II, — Analytische Geometrie der Kurven im Baume, der 
Strahlenayteme und der algebraiBcben Fl&chen, 
3. Auflage. Mit Hohachnitten im Text. [LXXn u. 686 S.] 
1890. geh. n. M 16.—, in Leinwand geb. n. JC 17.40 



oyGoot^Ie 



Verlag von B. G. Tenbner in Leipzig und Berlin. 

Scbwering, Dr. Karl, Direktor des Apostelgymnasiums zu COIn a. Rh., 
Theorie und Anwendung der Linienkoordinaten in der ana- 
lytischen Geometrie der Ebene. Mit Figuren im Text und 2 Figuren- 
tifeb. [VI u- 96 8.] gr. 8. 1884. geh. n. JL 2.80. 

Jd TDTllBgmdfir Bchjift waadtt dar Tarfsvar slq algniH Bxitmi toq LiuiaiikoordmfttHi 
■n. vrlch« lim lolion trQbsr imu DiutM nlelitct hui (t)i1. du* AtihtuillDDa In du Zelluhr. 
f. Mllb. D. Fhyltk 11, Nr. ia, p. ai'ff.). Du Sj-lUm btroht In dBi Kliipliuha kaf dam aedimken, 
•Id™ Punkt dai KoordlaateailraiKki 1d du UnendU^e m varlegaa und lugleiob den GleichoDgcD 
der itiiigUilrea KreiipDukts die aogllgtiit alnTiHlie Form lu «eben. 

Die Art der DanleUiiiig lil sine maglicliil alenaDUre. Sie aetit nur BekMnlicluft mit 
den allfimelDilea VonteUimgDD der uilrtlHstiea Geometrie lonai. In den Anoendongen sind 
laent die grundleggndeu Aufgaben ttbar Punkt und Qerade snafnliilirfaer behandelt. £l folgen 
j.. ...»_.i.._ -t— j_.. >/^.... ...V ^„ »llgemBlneren S&tie der KogelBchnlttitheorie 



Staude, Dr. Otto, l'rolessor an der Universität Rostock, die Fokal- 
eigen schatten der FlUcbeu zweiter Ordnung. Ein neues 
Eapirel zu den LehrbUcht-vn der analytischen Geometrie des Raumes. 
Mit FJRuren im Text. |V1I1 n, 186 S.] er. 8. 189ti. geh. U.JL1.— 



— ^^— analytische Geometrie des Punktes, der geraden Linie 
und der Ebene. Em Handbuch zu den VorleguDgen und Übungen 
über analytische Geometrie, Mit 387 Figuren im Text. (VIII u. 
447 S.] gr. 8. 1905, In Lein w. geb. n. jK 14.— 

nniBuch BDll in enter Linie ein Lahrbuob leln, d» nicM nur ^> eine Elnleilnng in 
aaal;tiache Geomotrle der Ebene und doi Ranmei, tondera auch ■■■ ein Hiadbach eud 



Acher Stufenfolge ungeoidnet, 



irlflsn, wobft 



Thomae, Gebeimer Hofrat Dr. J., Professor an der Universität Jena, 
Grundriß einer analytischen Geometrie der Ebene. Mit 
8 Figuren im Test. [X u, 183 S,] gr, 8. 1906, In Leinwand 
geb. n. ^ 3 . 60. 











ndrlB — 


der elue 




■nng Die 


































lalyti 






















It» 








aljtisol 












Ige 






.hgeden 











, überfinegig machen, aondem -rlelmeh 
ntien und Ihm die Anlagung einee 1 

arauf, die wiohcigiten S&lie der projol 
ane die melrlioheu Beziehungen su tbi 

Bi analrtlichen Hand In Hand gehen m 



■,Goot^Ic 



„Gooi^Ic 



„Gooi^Ic 



„Gooi^Ic 



„Gooi^Ic 



